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CALCULO VARIACIONAL

O calculo variacional é o ramo da matematica que se preocupa em encontrar os
extremos de um problema. Em particular, o calculo variacional procura determinar
quando uma integral definida particular € maxima ou minima. Desse modo, o calculo
variacional procura formular um certo problema, colocando-o na forma de uma integral
definida e entdo determinar as condigbes nas quais a integral seja maximizada ou
minimizada. Por exemplo, considere dois pontos em um plano, digamos x; e x;. E claro
que esses dois pontos podem ser ligados por uma infinidade de curvas do tipo y = y(x).
O objetivo é descobrir a curva que fornece a menor trajetdria entre os dois pontos.
Notamos que a trajetoria pode ser escrita na forma de uma integral, ou seja,

xf xf xf Xf
d 2
Ily'(x)] = f ds = j Jdx? +dy? = f /1 + (d—z> dx = j /1 + y'%dx, (0.1)
Xi Xi Xi Xi

onde I representa a trajetoria e ds = \/dx? + dy? representa uma distancia infinitesimal
ao longo da trajetoria e y’' = dy/dx. O problema de encontrar a curva que fornece a
menor distancia entre os pontos x; e x; se reduz ao problema de minimizar a integral
I[y'(x)]. Um segundo exemplo ilustrativo é o problema da braqguistocrona. Nesse
problema, um objeto, digamos uma bola de ferro, percorre certa distancia a partir de
uma posi¢ao inicial mais alta x; até uma posicdo final mais baixa x;. Como a bola esta
sob a acdo da forga gravitacional, o problema consiste em encontrar a trajetdria com o
menor tempo de percurso. O tempo total T pode ser calculado por

T = f dt, (0.2)

onde dt é dado por

ds
dt = —-
\%

v representa a velocidade da bola e pode ser calculado usando a conservagao da energia,
ou seja,

1 2
mgh = mgy — 5 mv

v=+y2g(h—y),

onde h representa a altura inicial e y = y(x) representa a altura da bola quando esta esta
na posicao x. Substituindo dt e v em (0.2), obtemos



dx

- fds f1+y’2dx fxf J1+y'?2
X

. J29(h—y)

, xf 1+y 1+ y?
Thy(o,y'(0)] = f s f /zg(h dx 0.3)

Novamente, o problema de encontrar o menor tempo de percurso se transformou no
problema de minimizar o funcional T[y(x),y'(x)].

De um modo geral, o célculo variacional esta interessado em resolver problemas do tipo
Qual a menor distancia entre dois pontos em um plano?

— Qual a menor distancia entre dois pontos sobre uma esfera?
— Qual é a forma da curva em um plano que fecha a maior area?
— Qual é a forma da figura geométrica que contém o maior volume?

OBTENCAO DAS EQUACOES DE EULER-LAGRANGE

Na obtencao das equacoes de Euler-Lagrange, vamos considerar o problema de
encontrar a curva que da a menor distancia entre dois pontos em um plano como modelo
de derivacdo. E claro que dados os pontos x; e x¢ sobre o plano, existe uma infinidade
de curvas y = y(x) que passa pelos pontos dados. O que queremos é determinar a curva
y = y(x) que torna a integral I em (0.1) estacionaria.

Para que possamos usar as técnicas do calculo ordinario, vamos construir uma nova
funcao Y (x, €), tal que

Y(x,€) = y(x) + en(x), (0.1)

onde e representa um ndmero pequeno e n(x) é uma funcdo arbitraria que se anula nas
extremidades, i.e., n(x;) = n(xf) = 0, pois nesses pontos devemos ter Y (x;,€) = y(x;) e
Y(xs,€) = y(xs). Fixando a fungdo n(x) e variando e obtém-se uma familia de curvas
Y (x, €). Portanto, Y (x, €) é funcdo de e também. Consequentemente, o comprimento de
cada curva depende de ¢, ou seja,

Xf
I(e) = J Fx,Y,Y')dx, (0.2)

Xi

onde F tem a forma F=+vV1+4+Y'2 em nosso caso particular. Y’ é dado por
Yi(x,€) = y'(x) + en'(x).



Escrevemos I em funcao somente de ¢, pois a dependéncia de I em relacdo x ja foi
integrada.

O extremo da Equacao (0.2) pode ser encontrado fazendo

dl B 0.3
del.—y (0.3)
Mais precisamente, devemos ter
al d fo Y,Y)d xde Y,y d 0
de o &fxl (x,Y,Y)dx _ = fxi [E (x,Y, )L=O X = (0.4)

N3ao ha problema algum em derivar sob o sinal de integracdao, pois estamos
derivando em relagao ¢ e integrando em relagao a x. Derivando F(x,Y,Y") em relagao a
€, obtemos

dF(x,Y,Y") 0Fdx OFdY OF dY' OF

de  axoe Tovoe Tavoe ar Y

—0

oF
a1 @ (0.5)

A derivada dx/de = 0, pois x € independente de e. Usando (0.5) em (0.4), obtemos

*f JoF
0 [f ( n(x) + ,#uﬁd4 =0 (0.6)
€= €=0
Avaliando (0.6) em € = 0, obtemos
*r (OF oF
Li (ayn( )+ n(x))dx—O (0.7)

Esta é a forma fraca da Equacao de Euler-Lagrange, pois temos n'(x) ao invés de n(x).
Usando integragao por partes, temos que
dF oF
[ eoar=3oneo
X

s f"fd ((’)F)d B fxfd (6F) p
Ly oy "l T, e ey ) T dx \ay ndx g gy

Xi Xi
~—_—
=0

Em (0.8) usamos a condigdo de contorno n(x;) = n(x;) = 0. Usando (0.8) em (0.7),
obtemos



dl J'xf
dG €=0 Bl Xi

1

dl J‘xf
dele—g .

1

JdF d (0F
(@U(x) I (ay’) 7700) dx = 0. (0.9)

JF d (OF
(@ - (ay,)> n(x)dx = 0. (0.10)

Como 7n(x) é uma funcdo arbitraria, entdo, usando o /ema fundamental do célculo
variacional, devemos ter

oF d (6F>=0. (0.11)

oy dx \oy'

A Equacao (0.11) é a famosa equacao de Euler-Lagrange que é extremamente importante
na mecanica analitica. Vamos mostra agora que &I é equivalente a

dl (0.12)
dele—g '
De fato, expandindo o funcional F[x,y,y'] em série de Taylor, temos
oF oF
Flx,y +6y,y' +6y'] = Flx,v,y'] + @63/ +76y’ + 0(6%)
oF oF 0.13
Flx,y + 6y,y' + 6yl — F[x,y,y'] = =—4d6y + 5y' +0(6%) ( )
~ dy ay’
Portanto, a primeira variagdo do funcional F é dada por
6F—6F6 +6F5' (0.14)
- ay y ay, y '
Integrando (0.13) em ambos os lados, obtemos
xXf xf
f Flx,y + 8y, y' + 6y']ldx — f Flx,y,y'ldx
Xi Xi
§(Mp
fxf (6F6 4 oF 5 ’)d L 08 (0.15)
= —_— X ,
.Gy Y+ 5,97
s

onde 61 e §MI significam variacdo total e primeira variacdo do funcional F[x,y,y’],
respectivamente. Se desprezarmos os termos de ordem 0(52), teremos apenas a
primeira variacdo, ou seja, a parte linear de (0.15):



5] fxf (an 19, ')d (0.16)
= | " (5=6y+8y') dx, .
x; \OY dy

onde § ™7 significa que estamos retendo apenas a primeira variacdo do funcional, o qual
denotaremos por

51 fxf(an + B )d (0.17)

= S0y T o0y |ax .
X dy dy

Esta é a forma fraca, pois temos 8y e &§y’. Agora, integrando o segundo termo do

integrando de (0.17) por partes e usando a condicao de contorno 8y(x;) = Sy(xf) =0,

pois nos pontos x; € x; ndo existem variagoes da fungao y(x), obtemos

f"f aF(S g 6F(S X jxf d (6F)6 4 fo d <6F)(S 4
! yax = ! y - g ! yax = — T ! yax
X dy dy % X dx \dy % dx \dy

=0
Usando este resultado em (0.17), obtemos

1= [ Geor- ()= [ (G- o)) o1
— — 0y — — p y X = _——— ; yax .

Como &y é arbitraria e usando o lema fundamental do calculo variacional, obtemos a
condicdo para encontrarmos o extremo do funcional F[x,y(x),y’(x)], ou s€ja,

JoF d((’)F)_O 0.19
dy dx\ay') (0.19)

que é a equacao de Euler-Lagrange. Lagrange obteve essa equagao usando o principio
de D'Alembert. A derivacdo acima é atribuida a Euler. Usando a Equacao (0.1), temos
que

Y(x€) =y(0) +en(x) = Y(x,6) = y(x) = en(x) =

8y
Usando estes resultados em (0.18), temos

51 = fx ff (Z—I; - % (5—5)> en(x)dx (0.20)

Observe que (0.20) e (0.10) sao iguais, exceto pela constante . A partir de (0.20) e
(0.10) podemos concluir que



5] = *r [ OF d(@F) d _d] 0.21
=) oy "ax\ay n(x)dxfe=—- (0.21)

A Equacdo (0.21) mostra que uma fungao y(x) é extremo do funcional F[x,y,y'] se a
primeira variacao 61 = 0 ou, equivalentemente,

dl
de

O operador variacao § e o operador derivada d/dx sdo comutativos. De fato, derivando
a Equacao (0.1), obtemos

e=0

=0.

e=0

Yi(r,e) =y' () +en'(x) > Y'(x, ) —y'(x) = en'(x)

o (0.22)
18y’ =Y'(x,€) —y'(x) = en' ()|
6’—6(dy)—Y’ , _dY dy_d v _d 5
V=0 (G) = @Ay W =G TGN =5 @) (0.23)
Portanto,
dy)\ d
5 ) = @
O operador § pode operar tanto fora quanto dentro do integrando:
6fy(x)dx =f6y(x)dx. (0.24)

Exercicios.

Encontre a equagao da curva que minimiza a distancia entre dois pontos no
plano.

Resp.

2
sz 1+ y'2dx.

Xi

Neste caso,

Fla,y(0),y' ()] =1+




Usando Euler-Lagrange, temos

(o) ()| = ()

d ! !
- o X =0:>y—=constante:>y’=c

dx
/1+y'2 /1+y’2

= |y(x) = cx + b|

FORMAS ALTERNATIVAS DE EULER-LAGRANGE

Existem duas formas alternativas da Equacao de Euler-Lagrange

f’_F_i(aF):

dy dx \dy’ (0.1)

Essas formas alternativas sdo Uteis em algumas situacdes. Uma dessas forma é
quando (0.1) ndo depende explicitamente de x e a outra é quando (0.1) nao depende
explicitamente de y. Se a Equacao de Euler-Lagrange nao depende explicitamente de v,

entao
d (0F
)=
dx \dy'
Neste caso, obtemos

oF _ tant (0.2)
ay, = constante. .

No caso em que F nao depende explicitamente de x obtemos a /identidade de Beltrami.
Multiplicando a equacgao de Euler-Lagrange por y’, temos

,0F d (aF)_

y__ya ayr

5 (0.3)

Derivando F(x,y(x),y'(x)) em relagdo a x, obtemos



dF _ OF 6de+6F dy' OoF OF JoF
dx  ox c')ydx dy' dx ~ ox yay yay

(0.4)

Isolando o segundo termo do lado direito de (0.4) e substituindo em (0.3), obtemos

- II

dF OF oF d(@F) 0

dx 0x y(’)y ydxay
oF oF
[y ydx(ay)]za
d oF JoF
E_a(yay) ox
d(p_ OFY_OF
dx( yay) ox (0.5)

Agora, se F nao depender explicitamente de x, entdao o lado direito de (0.5) deve ser

nulo, ou seja,
d (F aF)
dx\" 7 ay

JF
F— y’a—y, = constante. (0.6)

Exercicio. Use a identidade de Beltrami para minimizar os funcionais (0.1) e (0.3).

VARIAS VARIAVEIS DEPENDENTES

A Equacdo de Euler-Lagrange que derivamos considerou apenas uma variavel
dependente, isto é, F = F(x,y,y"). Nesta secdo, vamos considerar o caso em que 0
funcional depende de varias varidveis dependente, isto ¢, = F=
F(X,y1, Y2, Y Y1 Var o> Vi). Nesse caso, as equagdes de Euler-Lagrange assumem a

forma
OF _d (0F\_. . _, -
dy; dx\ody] -0 =L (0.1)

Na demonstracao de (0.1), usaremos o fato de que estamos procurando as funcdes
y1(x), y,(x), -+, v, (x) que minimiza ou maximiza a integral



xf
I =f F(x'yl'yZ""'ynfyinyér"'!yrll)dx- (02)
x

i

O procedimento é inteiramente analogo ao que fizemos na obtencdo da férmula
para o caso de uma varavel dependente. Como no caso anterior, existe uma infinidade
de curvas entre os pontos x; e x;. As trajetdrias que estdo infinitamente préximas das

verdadeiras trajetdrias podem ser descritas por
Yi(x, €) = y;(x) + en(x). (0.3)
Expandindo (0.2) em uma série de Maclarin, temos

dl
1(€) = 1(0) + —

2
Ie €+ 0(e?).

e=0

Desprezando os termos de 0(e?), temos

dl
51=1(e) = 1(0) = —

€.
€=0

Fazendo 51 = 0 é o mesmo que

ary
dele=og
pois, € é infinitamente pequeno, mas nado é nulo. Substituindo I pela integral, obtemos
d (*f
_j F(x,Yl,Yz," Yl,Yz," j —F(X YI'YZ'” ,YII,YZI,"')dX =0
de X - o

=0.

e=0

v, oe FYA)

xf
I Z
Integrando o segundo temo do somatorio por partes e usando (0.3), obtemos

L2k .

@ —-L(2E) .04

UXfZ W‘a( )l n;(x) deO = 0.

Usando o lema do cdlculo variacional obtemos (0.1), isto é,

OF _d (OF\_ . ._.
dy; dx\dy; P LT LT

Portanto, se o funcional depender de varias funcoes, entdo deveremos ter uma equacao
de Euler-Lagrange para cada funcdo para obter o conjunto de fungdes que minimizarao
o funcional.

oF aY; OF (')Y'l
b




RESTRICAO HOLONOMICA

Uma restricdo holondmica é uma relacdo entre as coordenadas que pode ser
expressa na forma de uma equacao do tipo

f(QI' qz " qn, t) =0,

onde os g; sdao as coordenadas generalizadas. A restricdo holon6mica pode envolver
também variaveis dependentes. Quando a restricdo ndo depende explicitamente do
tempo t, a restricdao é chamada de escleronémica. Na presenca de uma restricao, as
variaveis dependentes ndo sao independentes um das outras. Por exemplo, considere o
problema descrito por f(x,y1,v,, -+, ¥,), ONde as n varidveis dependentes, y;(x), estao
relacionadas por m restricdes da form

fl(xﬂyllyZ'"'lyn) =0

fm(x,)ﬁ; Vo, Yn) = 0.

Cada restricao reduz um grau de liberdade. No nosso caso, se tivermos n variaveis
dependentes e m restricdes, entdo o nimero de graus de liberdade sera de n—m e
podemos usar apenas n —m equagdes de Euler-Lagrange para resolver o problema
proposto. Na teoria, esse procedimento € simples, mas na pratica nao é tao facil assim.
O melhor jeito é considerar as n varidveis e usar os multiplicadores de Lagrange. Este
método consiste em tomar a variacdao de cada equacao da restricdo, ou seja,

0f1 dfy 0fi
8fi = =6y, + =8y, + -+ ==08y, = 0
fl ayl yl ayz yz ayn yTL
0fm Ofpn . 0fin
8fn = 228y, + =28y, + -+ =25y, = 0.
fm ayl yl ayz yz ayn yTL

Em seguida, multiplicamos cada uma destas equacdes por um multiplicador
indeterminado A (multiplicador de Lagrange) e 0s somamos:

Al6f1 +/126f2+“‘+/1m6fm:0 (0.1)

Como cada restricao € igual a zero, isto &, f;(x, y1, V2, ¥») = 0, entdao devemos ter §f; =
0, onde i = 1---m, o0 que justifica @a soma nula em (0.1). Por outro lado, a variagao de F,
no ponto estacionario, é zero. Pois,

6=0= 6[F(x,y(x),y’(x))dx =0= f6F(x,y(x),y’(x))dx = 0.

Essa integral s6 é nula se §F(x, y(x),y'(x)) = 0. Por outro lado, temos que



6F—6F6 aF(S + -4 F(S =0 (0.2)
ayl yl ayz yZ ayn yn . .
Somando as Equacoes (0.1) e (0.2), temos
oF oF oF 0f1 0fi df1 )
Iy oy, + 3 26y2+ +a 6yn+/11(a 16y1 3 26y +- +W6yn
af2 9fa af2
42y (52 8y + 2 By, e+ by, )
*\ay, of 3y, of OYn ¥
m m m
bt A, (a Sy + 5 by, +W6yn>—0. 03)

Rearranjando os termos de (0.3), temos

0= oF —5 oF — 8y, 4+ or 5
ay yl ayz yz ayn yTl
of; of; of;
+/11616y1+/116 126y2+ +,110y15y
of, of, of,

+Aza 16y1+126 26}’ + +12W6yn

0fm fm 0fm
m3 16y1+/1ma 26y2+ A+ A ayn6y"

Esta equagao pode ser rearranjada na forma de um somatério:

+1

zn:( ’ha Azaf et Ay a—’;">5yi=o. (0.4)

i=1

A Equacdo (0.4) s6 sera nula se cada coeficiente de §y; for zero, pois todos &y;’s sdo
independentes. Uma outra forma de pensar seria a seguinte: como os 1's podem assumir
quaisquer valores reais, entao, podemos escolher um conjunto de A's de tal modo que

dF afi af> Ofm _ .
ay Al ay AZ ay + A W —_ 0, L= 1,"‘,” (0-5)

A Equacao (0.5), com a ajuda da Equacao (0.1), pode ser escrita como
OF + 1,6f; + 1,6, + -+ A,8fm =0, (0.6)

ou



S(F+ Mfi+ A2+ + Anfm) =0, (0.7)

onde os 1's sao obtidos usando as equacoes (0.5). A Equacao (0.7) afirma que a variagao
de F+ A fy + A2f, + -+ A f;n € zero para uma variacao arbitraria nas coordenadas
generalizadas. Observe que inicialmente tinhamos que 8F = 0 sujeita as restricoes
i1, Y2, ¥3, -+, yn) = 0. Agora temos &6(F + A f; + Ao fy + -+ Anfm) = 0 Sem nenhuma
restricao sobre as coordenadas generalizadas.

No caso de termos apenas uma restricdo, a Equagao (0.7) é dada por
S(F + Af) = 0. (0.8)

Esta Equacao produz n equagdes do tipo
JoF d
— 4 _f —
dyi dy;

Além disso, temos uma outra equacgao que é f = 0. Portanto, temos n + 1 equagles em

n + 1 variaveis desconhecidas. Como o nimero de equagdes € igual ao nimero de
variaveis, a solucao do sistema de equagdes € Unica.

0, i=1--,n

Exemplo 1

Considere um plano dado por ©(x,y) = x +y. Um circulo no plano xy é projetado
no plano. Determine os pontos de maximo e minimo do circulo projetado no plano sujeito
a restricao (x — 2)2 + (y — 2)? = 1.

Solugao:
0x,y)=x+y
fx,y)=(x—-2) 2+ —-2?*-1=0
A condicao
SO+ Af) =0,
quando inserida na equacao de Euler-Lagrange leva-nos as seguintes relagdes:

)
(O +2)=0=1+24(x~2) =0

0
@(@+/1f) =0=1+2A(y—-2)=0.
Além disso, temos uma terceira equacgao dada por f = 0, que é a restricdo, ou seja,
(x—2)2+(@y—-2)2%-1=0 (0.9)

Resolvendo as duas primeiras equagoes para A e igualando os resultados, vemos que x =
y. Substituindo y por x em (0.9), obtemos



_2+\/2
¥=eEy

Portanto, os pontos extremos de ©(x,y) = x + y, sujeito a restricao (x — 2)? + (y — 2)% =

1, sd0 (2+J2 2+J2) (2-2Z, 2—%)

Exemplo 2

Encontre o valor maximo de f(x,y) = x?y com a condicao de que x e y pertencem ao
circulo x? + y% = 3.

DERIVADAS DE FUNCIONAIS

No calculo diferencial, a derivada parcial indica a taxa com que uma fungao varia
em relacao a uma das coordenadas. Por exemplo, dada uma funcao f(x,y,z), a taxa de
variacao de f na direcdo de x é dada pela derivada parcial df/dx. Seria interessante
descrever de modo similar a taxa de variacao de um funcional com respeito a funcao da
qual o funcional depende, ou seja, a variacao do funcional I[u(x)] na direcao de u(x).
Isto pode ser feito usando a derivada funcional denotada por 61/6u do funcional ITu(x)].
Similarmente a definicdao ordinaria de derivada, vamos diferencial o funcional ITu(x)] com
respeito a €, ou seja,

dl
de

. Mu+ten]—1Iu]  1((™ , , = ,
= lim = lim— f F(x,u+en,u +en )dx—f F(x,u,u’)dx
X0 X0

€=0 €—0 € e—0 €

(0.1)

Expandindo a primeira integral usando série de Taylor multivariada, temos

an - _ L7 . OF OF ocerr]ax— [ .
Eezo_el—r%g fxo[(x,u,u)+£6n+a,6n+ (e9) x—fxo (x,u,u")dx
Desprezando os termos de ordem 0(e?), obtemos
dl *1
&6 0—161_1)1(1)6{f [F(xuu fxo F(x,u,u’)dx}
1 X1 X1 X1
= lim—{f F(x,u,u")dx +f f F(x, u,u’)dx}
-0 € xo
X1 . X1 aF
e T I L

_f (aF +6F ’)d
A oul T ow M)
0

dl

_fxl(aF +6F ’>d
del.—y %o ou o )




Integrando a segunda integral por parte, obtemos

ﬂez(): | O e+ [0 ,n(x)] f L

de x
_,_/
=0

O segundo termo do lado direito se anula, pois n(x,) = n(x;) = 0. Logo,

e=0 fxl ou )] "(x)dx—f 6—77(x)dx

onde definimos a derivada funcional como
6l OF d <6F>
Su_ ou dx\ou'/)

Dizemos que a derivada do funcional I[u, u'] existe se puder ser colocada na forma (0.2)

dl

*1 61
- =j En(x)dx, (0.2)

Xo

€=0

Devemos ter o cuidado de colocar o resultado na forma do lado direito de (0.2) (Parr &
Yang 1989, p. 246).

Exemplo 1. Usando a definicao (0.2), encontre a derivado do funcional dado por

Fly(o] = j y2(x)dx.

dF[y(x)]
de

1%
lnéef [+ em?® = y*]dx = lim = f (y? + 2yen + €*n® — y*)dx
(s
Xo
x1

1 1
= lim—] (2yen + €?n?)dx =lim—- | Qyn + en?)dx = f 2yn(x)dx
-0 € X0 e-0€ Xo Xo

Portanto, este resultado esta na forma (0.2). Consequentemente, a derivada do funcional
Fly(x)] é
6F
Sy(0)

Exemplo 2. Usando a definicao, encontre a derivada do funcional
Flo(©)] = [ Vo

Usando novamente a definicdo (0.2) e expandindo (¢(t) +e¢(t))? em uma série
binomial, obtemos

2y(x).


http://en.wikipedia.org/wiki/Functional_derivative#CITEREFParrYang1989
http://en.wikipedia.org/wiki/Functional_derivative#CITEREFParrYang1989

dF[y(x)]

de

1[h 1 1
= lim— I(<p(t) +egp(8))? — wf(t)l
=0 to

e—0 €

1™ 1 1 3 2

~ i [0 + 307000 - 5 (0(0) H(ep©) + - oF0) e
1 % 1 1 1 _3

= lim = fx 0 [§<p‘f(t)e¢(t)—§(<p(t)) 2(feqb(t))zl dt

11 1 _3 1
— i [ o000 - 5 (00) Fe* 0| e = [ 0 0000

O resultado obtido esta na forma de (0.2), portanto, a derivada do funcional F¢(t)] é

OF 1 _1
0]

Notacao variacional &

Vamos usar o simbolo § para a notacdo variacional para que possamos tirar
vantagem da similaridade das notagGes d e 0 usadas no calculo diferencial. Desse modo,
ndo precisamos mais nos preocupar com as construgdes matematicas envolvendo os
simbolos € e 1. A principal diferenca entre os simbolos d, d e § € que d e d envolve

mudangas na fungao de ponto a ponto, enquanto o simbolo § denota mudanga de fungao
para funcao mantendo fixo o ponto x.

Ponto final

y

Ponto inicial

Figura 0.1. Diferenca entre as notagdes & e d. § representa um variagao infinitesimal da funcdo f(x)
mantendo consta nte a varidvel independente x. O simbolo d representa um variacao da funcao
f devida a uma variagdo infinitesimal da variavel independe x.

Vamos explorar um pouco mais a similaridade entre as notagoes & e d. Para tanto,
seja o funcional dado por



X1
I =f F(x,u,u")dx.
X

0

Agora, considere o conjunto de todas as fungbes com extremos x, € x;. Queremos
encontrar a fungdo u(x) que torna o funcional ITu(x), u'(x)] estacionario, ou seja,

Slu(x)] = 6fx1F(x, u,u)dx = fxldF(x, u,u’)dx 0. (0.1)

Em (0.1), usamos a propriedade (0.24). Usando a notacao variacional §, vemos a
similaridade entre a diferencial de uma fungao f(x,y, z)
of . Of . of
df =——dx +aydy+ - dz
que representa a mudanca da fungéo f ao longo da curva de ponto em ponto e de uma
funcao do tipo F(x,u(x),u’'(x)), ou seja,
JF JoF JF

dF—adX'{'a—du'i'a 7

Para fazermos a distincdo entre df e dF, vamos mudar a notagdo de dF para

du'.

oF oF JoF
— 2 - - 0.2
SF x Sx + F” (Su+a -Su’. (0.2)
No entanto, x € uma varidvel indepente e, portanto, ndo varia: §x = 0. Com essa
observacao, podemos escrever

JF JF

oF = 6—611 + 9 7

que é a variacao de F de fungdo para fungdo. Do calculo diferencial e integral, sabemos
que o ponto estacionario de f(x,y,z) é obtido fazendo df = 0. De modo similar, vamos
encontrar a fungdo u(x) que torna funcional I estacionario, fazendo &I = 0. As leis de

soma e produto que se aplicam ao diferencial df se aplicam também ao §F:
6(F+G)=6F +68G e 5(FG) = FSG + G6F.

Para ilustrar a notacao §, vamos rederivar as equacoes de Euler-Lagrange usando essa
notacdo, ou seja, vamos procurar a funcao que torna o funcional

6 !/

X1
I[u] =f Flx,u(x),u'(x)]dx
X0
estacionario. Fazendo 61 = 0, obtemos

6Iu] = 6fx1F[x,u(x),u’(x)]dx = fx16F[x,u(x),u’(x)]dx =0.

0

Usando (0.2), obtemos



*1 *1 OF oF JF JF JF
f 5F[x,u(x),u’(x)]dx=f ( 6x+—6u+—6u>dx=f ( 6u+—6u>dx
%o x, \0X 0 0 x, \0U 0

onde usamos o fato de que x nao varia e, portanto, 6x = 0. Integrando por parte a
segunda integral, obtemos
*10F oF 1 fxl d (aF

81 = ) 5 dudx + |~ ,Su] -], @ \ew

) oudx.

Como u(x) nao varia nos extremos, entao

51 = f Sudx + aFa]xl fxld(aF)ad —fxl or d(aF)]ch =0
B uex a'”o xodxau’ux_xo gu dx\ou /| oM T
=0

Usando o lema fundamental do calculo variacional, temos que
JdF d <6F) —0
ou dx\ou')

Que é, exatamente, a equacdo de Euler-Lagrange para F = F(x,u,u’) obtida
anteriormente.

Regra da soma

Usando a definicao (0.1), podemos mostrar que a derivada funcional segue regras
similares as derivadas ordinarias. A primeira destas regras é a regra da soma ou
linearidade. Considere, por exemplo, os funcionais F[f(x)] e G[f(x)] e as constantes c;
e ¢,. Neste caso, a regra da soma para a derivada de funcionais é dada por

SFIFGI] | SGLF)]

@Ff @]+ 6l 0D = e —5em=+ e —52ms

10)
5FC0)
Demonstracao:

Seja I[f ()] = i F[f ()] + 2 G[f (x)]



SIFCO _ di

i Iu + en] — I[u]
Sf(x)  de &ty

e—0 €

cFIf(x) + ep(0)] + c2G[f (x) + e ()] — e F[f ()] — ¢,G[f (x)]

€=0

= lim
-0

€
e {FIf () + ep ()] = FIF ()} + o{G[f () + ep(x) = GIf ()]]}
c{FIf(x) + ep(0)] - F[f(X)]}E+ {GIf (%) + ep(0)] = GIf ()]}

= lim
-0

= lim
-0

€ €
_ o FIf() + ()] = FIf ()] _ GIf(x) +ep()] = G[f(x)]

€
SF[f (x)] 6G[f (x)]
= Cl + Cz
6f (x) 6f (x)
Portanto, a derivada de uma soma de funcionais multiplicados por constantes é igual a
soma das derivadas dos funcionais multiplicadas pelas respectivas constantes.

Regra do produto

Considere o funcional dado pelo produto de F[f(x)] e G[f(x)], ou seja,

If ()] = FIf(OIGIf (x)]

A derivada do produto de funcionais sera dada por

L(FG) = oF G+F 06
8f (x) 8f (x) 5f (x)
Demonstracao:
SIFCO) _dry _Iluten] —Ifu] _
6f (x) delo—g €0 €

| FIFG) + epGIGIFG) + (] — FIFIGIFGO)
“CFIf + eglGIf + e¢] + FIf + elGIf] — FIf + ed1GLf] — FIFIGIS]
UGS LIGIOR (0] — GLF )]

= lim
€-0

€—0 €
N {FIf(x) + ep(x) = F[f () }G[f (x)]
€
_ lim FI7G0) + el im S0 @£ 6@ = G0

€
CFIF®) + ep (]~ FIFG) 66 oF
+ lim lel_r)r(l)G[f(x)+e¢(x)] _F5f(x)+5f(x)G

e—0 €




Regra da cadeia

Suponha que F seja um funcional de f(x), ou seja, F = F[f(x)]. A diferencial do
funcional, ou seja, uma pequena variacao §F do funcional F é dado por

oF = [ 5rc50r0ax (0.1

Agora, suponha que f, para cada ponto x, seja um funcional de g(x), ou seja, f =
flx,g(x)]. Uma pequena variacdao &f € dada por

5ff

Usando (0.2) em (0.1), obtemos

OF = ffdf(x) 59 Sg(x")dx dx' —j(f%%dx’) 6g(x")dx (0.3)

O lado direito de (0.3) é a regra para a obtencao da regra da cadeia, pois esta no formato
de (0.2), ou seja,

6g(x’)dx (0.2)

5F j OF__Of .,
6g(x") 6f (x) 6g(x")

Se fé uma funcgao diferenciavel ordinaria, entdo a integral de (0.4) desaparece e podemos
escrever

(0.4)

SF _ 6F df
§g(x) ~ 8f(x)dg(x)
onde F = F[f(g(x))]. Na demonstragdo de (0.5) consideraremos primeiro um funcional

do tipo F = F[f(x)]. Uma pequena variacao de F devida a uma pequena variagao de
f(x), ou seja, a variagao 6F € dada por

(0.5)

SF oF ——68f(x)d (0.6)
= x)ax. .

8f (x)
Agora, suponha que f seja, na verdade, fungdo de g(x), ou seja, f = f(g(x)), uma
funcao composta. Entao, uma variagao de f para um ponto fixo de x devida a uma
variacao de g(x), sera dada por



_of
5f = @@ (0.7)

Em (0.7) estamos usando os conceitos desenvolvidos em (0.2). Substituindo (0.7) em
(0.6), obtemos:

SF of
6f dg

A Equacao (0.8) esta no formato de (0.2) e, portanto, devemos ter

OF = &g dx. (0.8)

SF 6F Of
—=-_ (0.9)
6g 6fadg
Como exemplo de aplicacao de (0.5), considere o funcional da energia:
E = E[p()].
A densidade eletrbnica p, para um sistema de camada fechada, pode ser calculada como
N/2 N/2

p() =2 ) 16 =2 ) ${ G

Nesse caso, a derivada da energia em relagdo ao orbital ¢; €
SE SE &p SE

56;(r) ~ Sp 54 (@) p

Exemplo 2. Considere o funcional

Flg()] = f 9(02dx,

onde
g(x) = f k(x,y)f(y)dy

e k(x,y) é uma funcao kernel dada. Queremos encontrar a derivada funcional de F com
respeito a f(x), denotada por 6F /5 (x). De acordo com a regra da cadeia para a derivada
de funcionais, temos que

OF _f 6F 6g9(y)
5f0 ) sg0nef ™

SF |
1. Encontrar 390"

Como

Flg(x)] = f 9()2dx



entao

_OF _ 20(»)
5900 I
2. Encontrar %:
Como
960 = [ kCuf )y
entao
S59(y)
57Co )

3. Substituindo estes resultados na férmula da regra da cadeia, temos

% = j 2g(Vk(x,y)dy = sz(x,y) (j k(x,y)f(z)dz) dy

Exemplo 3: Seja o funcional F[g] definido como
Flg] =feg(x)dx
e seja
960 = [ FOIRG - )y

onde h(x —y) é uma funcao dada. Gostariamos de encontrar a derivada do funcional F
com respeito a f(x), denotado como

oF
5f(x)

SF

Encontrar 590"
Como

Flg] = J eI dx
entao
oF 16D
59(y)

59(y),

Encontrar o,
Como

ﬂ@=fﬂwawMy

entao



69(y) _

Substituindo na formula da regra da cadeia, temos

oF O6F &g f
_— —d eg(y)h x — dy = J eff(Z)h(x—Z)th —x)d
5f@ "~ ) sg5rm @ (x=)dy (v = x)dy

DERIVADA FUNCIONAL EM UMA DIMENSAO

Como ja vimos, a derivada do funcional

FlyGol = [ £(xy00.y ),
€ dada por

5Fy] of d ((’)f)

Sy —dy dx\ay')

(0.1)

Esta formula pode ser generalizada para o caso de um funcional do tipo

FIyGol = [ £(0yy®y@,y®, - Yax,

onde y = y(x) e y® representa a i-ésima derivada de y em relacdo a x. A férmula geral

é dada por
OFly] _of _d(of \ d*(of \_ & (of ),
8y  dy dx\oy®W) dxz\oy®@ ) dx3\ay®

Z(_ ) dxt ((’)y(l)> (0.2)

A demonstracdo de (0.2) é inteiramente analoga a demonstragao de (0.1).

DERIVADA FUNCIONAL EM VARIAS DIMENSOES

Seja o funcional



= ff(r,p(r),Vp(r))dr. (0.1)

Considere uma funcao ¢(r) que se anula nas bordas da regidao de integracao. Vamos
definir a fungao Y (r, ), de tal modo que

Y(r,e) =p(r)+ep(r) e VY(r,e) =Vp(r)+ eVe(r).
A derivada do funcional (0.1), de acordo com a definicao é

. [deff(r Y(r), VY(r))er O

of oy _of
U Y 9 T a(vY) de rl .

=f(—f¢+—f-v¢)dr
= [ oo+ v (G5p0) - (7 a5 ¢l
” ﬁ)‘i’]dr
(& ‘”)M yir

f (gz ' %) ¢(r)dr (0.2)

de

A terceira linha de cima para baixo foi obtida fazendo € = 0, onde df/dVp é definido
como
0 0 0 af -
f = f i+ f j+ / k,
dVp dp, Odpy” Op,

onde p,, py € p, sdo dados, respectivamente, por dp/dx, dp/dy e dp/dz. A quarta linha
foi obtida usando a regra do produto para a divergéncia, ou seja,

af |\ _ af af
()= (5 )+ v
A quinta linha foi obtida usando o teorema da divergéncia e a condicdo de que ¢(r) = 0
nas bordas da regido de integracao, isto &,

0
jV-(%cp(r))dr = # (—fq,’)(r)> ds =0,

onde ds representa o vetor unitario perpendicular a superficie fechada S. Essa integral
de superficie é nula, pois, por definicao, ¢(r) = 0 na superficie que é a fronteira da
regiao. Observe que (0.2) esta no formato de




dF
de
Portanto, a derivada de F[p(r)] é dada por

_f5_F (r)d
=) 5o P

€=0

6F _of__ 0f
Sp(r) adp aVp

(0.3)

onde p = p(r) e f = f(r,p(r),Vp(r)). A férmula (0.3) é aplicdvel a um funcional do tipo
Flo@)] = [ £(r.p),9p))ar.
Esta formula pode ser generalizada para o caso de um funcional do tipo

Flp()] = f f (r.p@),9p(), VPp(), ¥ &p(), -, ¥ Np(r) ) dr, (0.4)

onde r € R™ e V& é um tensor cujas as n‘ componentes sdo os operadores das derivadas
parciais de ordem i, ou seja,

@ o'
Vi =
[ ]alaz---az 01y, 07y, -+ 0Ty,

onde ay,a,, -+, a; = 1,2,---,n sao as coordenadas generalizadas.

Por exemplo, no caso de n = 3 (trés dimensodes) e i = 1, derivada de primeira ordem, as
componentes do tensor seriam dadas por
0 o ad 0 0 0 0
[V]a == <_,_,_) = <_1_;_);
ar, dry 0ry 0ry dx 0y 0z
onde, na ultima igualdade, fizemos r; = x,7, = y e r; = z para maior clareza. No caso de

trés dimensdes (n = 3) e derivada de segunda ordem (i = 2), o tensor tem as seguintes
componentes:

) 0®
2 _
\ ]aﬁ - 01, 0rp’

onde «, f = 1,2,3, ou seja, usando a notagao x, y, z, temos o tensor (na notacao matricial)
dado por
02 02 02
d0x? 0xdy 0x0z
02 02 02
dyox 0dy? 0yoz
02 02 02
0z0x 0z0y 0z?




Para o funcional do tipo (0.4) podemos obter de modo similar ao procedimento
usado na obtencdo de (0.3) uma férmula para a derivada funcional:

OFlpl _of . Of . Of . wown. 9f
50~ VgtV awey VY Rm,,
5Flp] f l af

As componentes n' do tensor af/a(v@p) sao as derivadas parciais de f em relagao as
derivadas parciais de p, ou seja,

af

[G(V(l)p) claz-ai " Watazai

onde
dp

Pataz--ai = 07107y - O )

O produto do tensor escalar é
g . _ Z o' of
o(v@p) ar izt 07q107q2 ** 074 0Pg1a2-ai

Por exemplo, para o caso em que n = 3 e i = 2, o produto escalar do tensor é

3 3 .
ve: G(V(Z)p) Z 61"[)» apaﬁ
a=1 =1
onde
%p
Pap = araarﬁ-

EXEMPLOS DE DERIVADA FUNCIONAL

A funcao delta de Dirac

Veremos na secao Error! Reference source not found., que toda funcao pode
ser escrita como um funcional usando a fungao delta de Dirac. Por exemplo, seja p(r)
uma fungao de r. Entao,

p(r) = Flp] = j ()8 — 1)dr.



A derivada funcional deste funcional usando a formula (0.3) é

Sp(r) _ 6Flp] _ 0
Sp(r') — 6p()  0dp(")

[p(@)é(r —1)] = 6(r—1").

Funcional da energia de Thomas-Fermi

Em 1927, Thomas e Fermi derivou um funcional para o calculo da energia cinética
considerando os elétrons como se fosse um gas uniforme ndo interagente. O funcional
da energia cinética obtido por eles pode ser escrito explicitamente como

TTF = Cpfp5/3(1‘)dr,

onde Cr = 2,871. Usando o funcional da energia cinética de Thomas-Fermi, o funcional
da energia foi escrito por eles como

p(M)p(’)
lr — 7]

O primeiro termo do lado direito é a energia cinética de Thomas-Fermi; o segundo termo
€ a energia de interacdo dos elétrons com os nlcleos e o terceiro termo € a energia
classica de interacao elétron-elétron (interagao de Coulomb). v(r) representa o potencial
de interacdo elétron-nucleo, que no caso de um atomo € dado por

1
Errlp()] = Cr f p33(r)dr — f p(Mv(r)dr + Eﬂ- drdr’. (0.1)

Za

|r — R|

onde R representa a posicao nuclear. Esta foi a primeira tentativa para o calculo de
estrutura eletr6nica usando a teoria do funcional da densidade livre de orbitais. Este
procedimento fornece resultados razoaveis para calculos de sistemas no estado solido.
Para moléculas e atomos, os resultados sao péssimos. Este resultado ruim §,
frequentemente, atribuido ao funcional da energia cinética de Thomas-Fermi, que é um
funcional aproximado. Voltaremos a este assunto no futuro, mas, no momento, estamos
interessados apenas em encontrar, a titulo de exemplo, as derivadas dos funcionais que
aparecem na Equacao (0.1).

v(r) =

Funcional da energia cinética de Thomas-Fermi
A derivada do funcional da energia cinética de Thomas-Fermi, Equagao (0.1),

Trelp]l = Cpfp5/3(r)dr = fCFp5/3(r)dr

pode ser obtida diretamente usando a formula (0.3), ou seja, fazendo t;r = Crp®/3(r),
obtemos

8Trr(p] _ Otrp v. (atTF) _ 5Crp?/3(r) _
ép dp dVp 3



O segundo termo da equacao do meio € nulo, pois o funcional da energia cinética de
Thomas-Fermi nao depende do gradiente da densidade.

Funcional da energia potencial de interacao elétron-nucleo

Na teoria do funcional da densidade derivada por Thomas & Fermi, o funcional da
energia potencial de interacdo elétron-nucleo proposto por eles, Equacao (0.1), é dado
por

p()
Ir

onde |r — R| representa a distancia do elétron ao nucleo de niUmero atémico Z, ou seja,
(r) = —
U\r) = '
|r — R|

A derivada do funcional (0.2) pode ser obtida usando a Equacao (0.3) ou a
definigao. A fim de ganharmos um pouco mais de habilidade usando a definicao, vamos
derivar (0.2) usando a definigao:

dv I Vip(r) + ep(m] - VIp()]
—_ 1m

Vip()] = f pPu(r)dr = f 0.2)

dele=g €-0 €

= hm ! U [p(r) + ep(r)]v(r)dr — Jp(r)v(r) dr}

= tim={[peeerer + [ o ar - [ o er]

= lel_rggf ev(r)¢p(r)dr = fv(r)q_’)(r) dr

av
de

= jv(r)(p(r) dr (0.3)

e=0

Observe que (0.3) esta na forma

dv oV
del.ss -] 30 P

Portanto, a derivada de V[p(r)] em relacao p(r) é

6_V (T)
spa) "




Funcional da energia potencial de interacao elétron-
elétron

Para a energia classica de interacdo elétron-elétron, Thomas e Fermi usou o
funcional da energia potencial de Coulomb, ou se€ja,

ﬁ p(r)p(r’) . (0.1)

lr—7'

A derivada deste funcional pode ser obtida usando a regra da cadeia, ou seja,
_L([P@pE) N 1
Jlp] —§f< 4T )ar —EfV(r)dr
onde

Ve = pl(r)p(rl) ir

A derivada do funcional /[p] em relagdo V(r') é

5] 1
Vo2
A derivada de V(') em relagdo a p é:
3 _ 200
SV |r—1|
Substituindo tudo em
8] 8§ sv(")

sp Jov) &p
temos

& _ p(")
5p(r) lr — 7’|

dr'. (0.2)

Observe que a derivada (0.2) &, na verdade, um funcional. Portanto, podemos pensar na
derivada deste funcional, que, na verdade, é a derivada funcional segunda de (0.1), ou
seja,

5% 0 <p(r’)> 1
spsp(r)  apGH\Ir—7')  Ir—r1

Na obtencao da derivada segunda, usamos a férmula (0.3). Observe que, como no
caso do célculo ordinario, a ordem das derivadas funcionais nao € importante.



Funcional da energia cinética de weizsacker

Em 1935, Weizsdcker propds um novo funcional da energia cinética eletronica que
acrescentava o gradiente como correcdo da energia cinética de Thomas-Fermi para
melhorar o calculo da energia cinética eletronica de atomos e moléculas. O funcional
proposto por Weizsacker foi

pr(r) Vp(r) th ir
Tulel =3 p(r) W
onde
1Vp-Vp
w=3g P

p = p(r).

Usando (0.3), temos

6T, Oty v dat,, _1{ Vp-Vp v (Vp+Vp)}
sp(r) — dp ovp 8l p? p

_1{ Vp-Vp v (ZVp)}
8l p? p

_1 {_ Vp-Vp _ lz((vzp)p —Vp-Vp) }

8 02 2

1( Vp:-Vp 2V?p 2Vp-Vp
=§{_ 7 o 2 }
1Vp:-Vp 1V?p
~3 02 4 p

O que nos leva ao resultado
8T, 1Vp-Vp 1V?p
sp(r) 8 p2 4 p

Exercicios

1. A energia de troca e correlacao, na formulacao de Khon-Sham da teoria do
funcional da densidade, continua sendo um grande desafio para os
pesquisadores. Uma das primeiras propostas para o calculo da energia de
troca e correlacao foi a aproximacgao LDA (Local Density Aproximation) que
pode ser escrita formalmente como

Buelp@)] = [ exclp@)par,
onde &, (p(r))representa a energia de troca e correlagdo de um gas
uniforme de elétrons de densidade p(r). Encontre a derivada deste funcional.

2. Na formulacdo de Hartree-Fock, a energia de interacao classica (interagao de
Coulomb) é dada por




=23 (umn@|L

Xa(D0(2),
a=1b=1

onde n representa o numero de elétrons; x’s representam os spin-orbitais e
11, Fepresenta a distancia entre o elétron 1 e o elétron 2. Encontre a derivada
deste funcional em relacao ao spin-orbital y;.

Na formulacao de Thomas-Fermi, a energia total de um atomo é um funcional
da densidade eletronica dada por

Elp] = Cpf S/3(r)dr — zfp( iy pr(r)p(r’)

Minimize este funcional sujeito a restricdo holonémica

jp(r)dr =n,

onde n representa o nimero total de elétrons, Z o nimero atdmico e C €
uma constante.
Encontre a derivada do funcional




