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1 REVISAO

1.1 Probabilidades

Considere um conjunto formado por muitos sistemas similares. Chamaremos este conjunto de
A. Este conjunto formado por um imenso nimero de sistemas similares é chamado de ensemble,
palavra que significa conjunto em franceés.

A probabilidade de obtermos um resultado X, ou seja, a probabilidade de escolhermos um
sistema do ensemble com a propriedade X, é definida como sendo a razao entre o nimero de sis-
temas do ensemble que exibe o resultado X e o nimero total de sistemas do ensemble, no limite
em que o numero total de sistemas do ensemble tende para infinito. Simbolicamente, podemos
escrevemos

POX) = lim L)
= @50 N (A) (1.1)

onde V' (A) representa o0 numero total de sistemas do ensemble e V' (X) representa o niumero de
sistemas que exibe o resultado X. Esta definicdo mostra que a probabilidade de obtermos o resul-
tado X € um nimero entre 0 e 1. A probabilidade € 0 se nenhum sistema exibe o resultado X mesmo
que NV (A) seja infinito e sera 1 se todos os sistemas do ensemble apresentarem o resultado X.
Neste caso, dizemos que o resultado X ¢ “certo” de ocorrer.

Podemos, também, calcular a probabilidade da ocorréncia de dois resultados ou eventos
distintos. Considere, por exemplo, dois resultados distintos X e Y de uma observacao feita sobre o
sistema com probabilidades de ocorréncia P(X) e P(Y). A probabilidade de obtermos X ou Y &,
geralmente, denotada por P(X|Y), onde a barra vertical simboliza a probabilidade de obtermos o

evento X ou o evento Y. Usando a definicdo de probabilidade, temos que

. NEIY)
P(X|Y) = Q(lzl)rgmm (1.2)

onde NV (X|Y) representa 0 nimero de sistemas do ensemble que exibe ou o resultado X ou o

resultado Y. Como



NX[Y) = N(X) + N(Y), (1.3)
e se os resultados X e Y forem mutuamente exclusivos, ou seja, a obtencdo do resultado X néo

interfere na obtencdo do resultado Y, entdo a probabilidade de obtermos o resultado X ou Y sera

dada por
NI N+ N() (1.4)
P = i N ~ vl ™ N
N(X) N

- lim —22 2 — P(X)+ P(Y).
N(Chr)rlmN(ﬂ)+N(£)erN(ﬂ) (%) +P(Y)

Vemos, portanto, que a probabilidade de ocorrer o resultado X ou o resultado Y é dada pela soma
das probabilidades de obtermos X e Y separadamente.

Como exemplo, considere o langamento de um dado de seis lados. Qual é a probabilidade
de obtermos o lado de nimero 2 ou 3? De acordo com (1.1), a probabilidade de obtermos o lado 2
é de 1/6, e a probabilidade de obtermos o lado 3 é de 1/6. Usando (1.4), vemos que a probabili-
dade de obtermos o lado 2 ou o lado 3 é, simplesmente, a soma das duas probabilidades, ou seja,

PX=2)+P(Y=3)=1/6+1/6=1/3.

Vamos agora denotar todos os possiveis resultados de uma observacao feita em um sistema
S por X;, com i variando de 1 até N. Cada um dos resultados X; tem uma probabilidade P(X;) de
ocorrer. De acordo com férmula (1.4), a probabilidade de ocorrer qualquer um destes resultados é
dada pela soma das probabilidades de ocorréncia dos resultados X;. Como é certo que um destes

resultados ird sempre ocorrer, entdo devemos ter

N
Z P(X,) = 1. (L5)

O resultado (1.5) é conhecido como condi¢do de normalizagéo e deve ser satisfeita por
qualquer conjunto completo de probabilidades. Essa condi¢do nos diz que uma observacao de
um sistema deve resultar sempre em um dos seus resultados possiveis.

Existe outra maneira de combinarmos as probabilidades. Por exemplo, se escolhermos um
sistema aleatdrio e fizemos uma observagdo neste sistema e, em seguida, escolhermos um outro
sistema, também aleatorio, e fizermos uma segunda observacéo, perguntamos: qual a probabili-
dade de obtermos o resultado X no primeiro sistema e o resultado Y no segundo? Aqui, estamos
considerando que os dois resultados sdo estatisticamente independentes, isto é, o resultado da

primeira observacdo néo interfere no resultado da segunda observacéo. Para respondermos a esta



pergunta, devemos criar um novo ensemble formado com todos 0s possiveis pares de sistemas do
ensemble original A. Vamos denotar este novo ensemble por A X A. O numero de pares de sis-
temas neste novo ensemble é exatamente o quadrado do nimero de sistemas do ensemble original,
ou seja,
N(A X A) = N(A)N(A). (1.6)

O namero de pares de sistemas no ensemble A X A que exibe o resultado X no primeiro sistema
e o resultado Y no segundo sistema, o qual denotaremos por V' (X”Y), é dado pelo produto do
namero de sistemas que exibe o resultado X pelo nimero de sistema que exibe o resultado Y no

ensemble original, ou seja,

N(XAY) = NXNM(Y). .7
Usando a definicdo de probabilidade (1.1), vemos que
L NEXY) N XN (Y)
PEXY) = 0 N Ax A~ vl N AN A
NK N (1.8)

= i _— ——= P(X) - P(Y).
WP N D) NNy - T &P

A Equacdo (1.8) mostra que a probabilidade de obtermos os resultados X e Y estatisticamente
independentes é obtida fazendo o produto das probabilidades individuais de X e Y. Por exemplo,
a probabilidade de obtermos o lado 2 e o lado 3 no langamento de dois dados ndo viciados é dada
pelo produto das probabilidades individuais, isto é, 1/6 x 1/6 = 1/36.

Quando temos um conjunto de dados, é de interesse, muitas vezes, calcular o valor médio
desses dados. A média é calculada somando todos os valores e dividindo o resultado pelo nimero
total de individuos. Por exemplo, se quisermos calcular a média das idades dos alunos do curso de

quimica quantica, podemos usar a seguinte expressao:
Nig X 18 + N;g X 19 + N, X 20 + ---
Nig + Nig + Ny + -
_ Nig X 18 4+ Nyg X 19 + Ny X 20 + -

Idade média =

Ntotal
N N N.
=—0 %18+ —2 X 19 +—2X20+--
total total total

=P18X18+P19X19+P20X20+,



onde N, g representa o numero de estudandes com 18 anos, N;4 representa o nimero de estudantes
com 19 anos etc; N;y:q; € 0 NUmero total de estudantes e P;g = Nyg/N;orqr FEPresenta a probabili-
dade de encontrar, na classe, um aluno com 18 anos de idade.

Para uma variavel u qualquer que pode assumir qualquer um do M possiveis valores
Uy Uy Uz *++, Uy, COM as correspondentes probabilidades P(u,), P(u;), P(u3), -, P(uy), 0 valor

médio de u, o qual serad denotado por (u), € definido por

M
= Py (1.9)
i=1

Suponha que f(u) seja uma fungéo da varidvel u. Entdo, para cada um dos M valores de u
existe um valore correpondente f(u) que ocorre com a mesma probabilidade. Desse modo, f (u;)
que corresponde a variavel u; ocorre com a probabilidade P(u;), e assim por diante. De acordo

com a definigéo (1.9), o valor médio de f (u) é dado por

(Fa0y= ) Pa)f(w) (1.10)

Agora, sejam f(u) e g(u) duas fungdes da varidvel u. O valor médio da soma dessas duas

funces € dado por

M
(Fa) +gQ) = ) P@)If ) + g
i=1

N Y (1.11)
= > Pa)fu) + ) Pudgw) = (fw) +(g(w)
i i=1

1=

Assim, concluimos que a média da soma é a soma das médias. Se ¢ é uma constante qualquer,

entao
(cf (W) = c(f (W) 1.12
Seja Au a dispersdo da variavel u em relacdo a sua média (u), ou seja,
Au = u — (u). (1.13)

Esta quantidade ndo é muito interessante, pois seu valor médio resulta sempre em zero:

(Au) = ((u — (u))) = (u) — (u) =0,
onde usamos o fato de que a média de uma constante é a propria constante. Uma quantidade
mais interessante é a média dos desvios ao quadrado definida por



((Bw?) = D P(uy) (s = w?) (114)

Esta quantidade é chamada de variancia, a qual é geralmente denotada por o2, e mede a
dispersao dos dados entorno da média. A seguinte relacdo é bastante til:
of = ((u—)?) = (W? — 2uu) + (W)?) = (u?) — 2(u)u) + (u)?

1.15
= (u?) — ()%, (19

O desvio padréo de u € definido por
o, = [(Au)?]V/2. (1.16)

O desvio padréo define a largura da banda na qual a varidvel u esta distribuida entorno da
meédia (u).

Quando a variavel u assume qualquer valor em um intervalo, ou seja, u € uma variavel
continua, devemos substituir o somatorio pela integral. Nesse caso, a probabilidade P (u;) definida
em (1.9) passa a ser uma funcao de distribuicao de probabilidades ou densidade de probabilidade
P(u). A probabilidade de encontrarmos um valor da variavel u entre u e u + du é dada pela area
do retangulo sob a curva da funcdo P(u) de largura du, como mostra a Figura ??, ou seja, é dire-
tamente proporcional a largura du, no limite du — 0. Em outras palavras,

P(u € [u,u + du]) = P(u)du. (1.17)
Os resultados (1.5), (1.9) e (1.14) sdo generalizados, para o caso continuo, de modo direto, respec-

tivamente:

fooP(u)du =1, (1.18)
() = f " pwyudu, (1.19)

((Bw?) = f " P (u — (w)2du = (@ — W), (1.20)



P(u)

u u+du u

Figura 1.1

1.2 Ondas planas

O grafico da figura sofreu uma translacdo no eixo x de Xo. Podemos representar, matemati-

camente, essa translagdo como

fO) = f(x —xo),
onde f (x) representa uma funcéo qualquer. Se a translagéo tivesse ocorrido para a esquerda, entdo
deveriamos ter f(x) = f(x + x;,). Portanto, podemos escrever

fO) = fx £ x)
que representa uma funcdo que foi transladada para a esquerda ou para a direita. Se a translacéo
for dependente do tempo, entdo devemos fazer x, = vt, ou seja,

p(x,t) = f(x £ vi). (1.21)

Observe que a funcdo ¢(x, t) agora é dependente do tempo. Agora, vamos procurar uma equacao
diferencial, cuja solucdo seja a combinagdo linear das fungbes (1.21), ou seja,
p(x,t) = af;(x +vt) + Bf,(x — vt). Como a solugdo geral é formada por duas solugdes linear-
mente independentes f; e f,, entdo a equacédo diferencial procurada deve ser de segunda ordem.

Além disso, a equacdo diferencial procurada é parcial, pois ¢ (x, t) € uma funcdo de duas variaveis.



Fazer u = x + vt e w = x — vt, obtemos, apos derivarmos (1.21) duas vezes em relagéo a x e

duas vezes em relacdo a t, obtemos
%p(x,t)  0°fi(x,t) N 02 f,(x, t)

ax2 “ du? dw?
e (1.22)
10%p(x,t)  9*filx,t) | 9%fr(xt)
vZ 9tz “ du? dw?

Os dois lados das equacdes (1.22) sdo iguais. Portanto, podemos fazer

%p(x,t) _ 10%p(x,t)
dx2  vZ  Qt?

(1.23)

que é a equacao da onda em uma dimensdo. No caso de trés dimensdes, a equacdo da onda pode

ser escrita como

%¢(x,y,2,t) N 0%p(x,y,2,t) N ey zt) 10*p(xy,2t)

dx? dy? 0z2 IRz ot? (1.24)
Usando o operador Laplaciano, podemos escrever a equacao da onda de modo mais compacto, ou
seja,
Vp(x,y,z,t) = %% (1.25)
onde
02 9?2 02
vi= d0x? + dy? + 972

Vimos que qualquer funcédo do tipo ¢ (x, t) = f(x + vt) é solucdo da equagdo da onda unidimen-
sional. A Equacdo (1.24) descreve uma imensa quantidade de fenémenos ondulatérios e vibrato-
rios. Em particular, as ondas senoidais, que aparecem na superficie dos lagos, por exemplo, podem
ser descritas por fungdes do tipo senoide ou cossenoide. Portanto, uma solugéo da Equacgéo (1.23)
poderia ser, por exemplo,
o(x,t) = Asen[k(x — vt)]. (1.26)

Verifica-se, rapidamente, que (1.26) é solucéo de (1.23). Para que (1.26) possa descrever melhor
as ondas do tipo sendide, introduzimos duas constantes: A e k. A constante A esta relacionada com
a amplitude da onda e k é uma constante caracteristica de cada onda que se relaciona ao compri-
mento de onda 4, ou seja, k = 2m/A. Usando a relacdo v = Av, onde v € a frequéncia de oscilacéo,

podemos escrever
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kv=7-/1v=2m/=a),

onde w representa a frequéncia angular. Logo, podemos reescrever (1.26) como

@(x,t) = Asen(kx — wt). (1.27)

A extensdo da Equacdo (1.27) para o caso tridimensional pode ser feita com a ajuda da Figura

abaixo.

frmi( de m&

/8

Figure 1.1

Figura 1.2

Na Figura 1.2, u representa o vetor unitario perpendicular a frente de onda (linha vertical); 7 re-
presenta o vetor posicdo na frente de onda e 6 é o angulo formado entre o vetor posi¢do r e o vetor
unitario u. O cateto adjacente x é dado por x = |r|cos6. Por outro lado, temos que u-r =
|ul|r|cos6. Como u é um vetor unitario, entdo |u| = 1. Consequentemente, temos que u-r =
|r|cos6. Comparando estas duas equacdes, obtemos
x=u'r (1.28)

Substituindo (1.28) em (1.45), obtemos

o(r,t) = Asen(ku-r — wt), (1.29)
que é uma funcdo de onda plana em trés dimens@es. Essa funcdo de onda é chamada de plana,
porque a frente de onda é um plano em trés dimensdes. A quantidade ku é um vetor que aponta na
direcdo de propagacdo da frente de onda e tem modulo 27t /A. Esse vetor € chamado de vetor de
onda e é representado por k. A Equacdo (1.29) pode ser reescrita como

@(r,t) = Asen(k - r — wt). (1.30)
A funcgéo complexa
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Y(r,t) = Aetlkr-ot (1.31)
é também solucédo da equacdo da onda plana tridimensional e pode também ser igualmente usada

para representar uma onda plana, com a vantagem de ser matematicamente mais facil de lidar.

1.3 Intensidade de uma onda

A intensidade | de uma onda que se propaga em um meio material € definida como sendo
a quantidade de energia que incide uma seccao reta de area A por unidade de tempo. Matematica-

mente, definimos a intensidade de uma onda por

I =

| o

onde P representa a poténcia da onda, ou seja, P = E/t, onde E representa a energia da onda.

Consequentemente, podemos escrever

P E El E
I=— ==V, (1.32)

A t-A LAt V
onde v representa a velocidade da onda; V = A - [ representa o volume e | representa o compri-
mento em que a onda viaja em uma unidade de tempo. Para obter a intensidade, precisamos cal-
cular a energia da onda. Quando uma onda passa através de um meio material, as particulas que
compdem o meio oscilam em um movimento de vai e vem. Essa oscilacdo € pequena e pode ser
aproximada por um oscilador harmonico, cuja energia é

mv?  kx?
E=——+—

onde k representa a constante de oscilacdo. A posicdo e a velocidade da onda em uma dimensao

(1.33)

sdo dados por @ (x, t) = Asen(kx — wt) e p(x,t) = —Awcos(kx — wt), respectivamente. Subs-

tituindo estes valores em (1.33), obtemos

£ m(—Awsen (kx — wt))z N k(Asen(kx — wt))?

2 2
m(Aw)?cos?(kx — wt) kA?sen?(kx — wt)

= +
2 2

_ m(Aw)?*cos®(kx — wt)  mw?A’sen®(kx — wt)

B 2 2

~ m(Aw)?

2 (1.34)

Substituindo (1.34) em (1.32), obtemos
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E m(Aw)? pv(Aw)?
[ =—-v= V=
V 2V 2

onde fizemos p = m/V. Vemos, portanto, que a intensidade de uma onda depende da densidade

(1.35)

do meio de propagacéo, da velocidade da onda, do quadrado da frequéncia angular, e do quadrado
da amplitude da onda. A quantidade pv é chamada de impedancia da onda e, geralmente, é deno-
tada pela letra z. A unidade da impedancia z é Pa - s - m~*. Multiplicando (1.35) no numerador e
denominador por pv, obtemos

[ vAw)?® _ Ps

22 (1.36)

A guantidade P, é chamada de pressdo de amplitude e tem unidade Pa (pascal).
1.4 Intensidade de uma onda eletromagnética

As ondas eletromagnéticas ndo dependem de um meio material para se propagar. No en-
tanto, a sua intensidade | pode ser deduzida a partir do conceito do vetor poynting S. O vetor S é
uma grandeza fisica descoberta por John Henry poynting e Oliver Heaviside e descreve o fluxo de
energia (J - m~2 - s~1) direcional de um campo eletromagnético através de uma area unitaria per-
pendicular a superficie por segundo. Este vetor aponta na dire¢do do fluxo de energia e seu modulo
da a intensidade de energia por unidade de area perpendicular a superficie por unidade de tempo.

No sistema internacional de unidades, o vetor S é definido por

1
S=ExH=_ExB, (1.37)

E representa 0 campo elétrico, H e B representam 0 campo magnético e a densidade de fluxo
magnético, respectivamente; u € a permeabilidade magnética do meio. Na Equagdo (1.37), usamos
a relacdo B = uH valida para materiais lineares tais como ar e espaco livre. Como 0s campos
elétricos e magnéticos sao oscilantes, o vetor S também é oscilante. Consequentemente, a intensi-
dade da onda eletromagnética é obtida tomando o médulo do valor médio em um periodo de osci-
lagéo T

I=(S)rl. (1.38)
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A notacdo (S) representa o valor médio de S com relacéo ao periodo T (periodo temporal). Nas
ondas eletromagnéticas, os campos E e B sdo sempre perpendiculares e suas intensidades podem
ser descritas pelas seguintes funcgdes:

E =Eysen(k-r—wt) e B =Bysen(k-r— wt) (1.39)
onde k representa o vetor numero de onda; E, e B, representam as amplitudes dos campos elétri-
COSs e magnéticos, respectivamente, e w a frequéncia angular. Usando a Equacéo (1.37), podemos
calcular o médulo de S como
/s

5 = 1| =~ [El Blsen
= _'L[ sen >

) = Lep (1.40)
U

O angulo /2 usado se deve ao fato de que os campos elétricos e magnéticos sao perpendiculares.
Além disso, as amplitudes B, e E, estdo relacionadas pela equacdo B, = E,/c, onde c representa
a velocidade da luz. Usando esta relacdo e as Equacfes (1.39) na Equacdo (1.40), obtemos uma

relacdo para o célculo da intensidade do vetor S:

1 E, 1
S = l—lEosen(k ‘T — wt) ?sen(k ‘T — wt) = aEgsenz (k-1 — wt). (1.41)
Substituindo (1.41) em (1.38), obtemos a intensidade I:
1 2 2 1 2
I=|(S)r|=1= (ansen (k-r—owt)| = HEO. (1.42)

Vemos, portanto, que a intensidade da radiacdo eletromagnética é diretamente proporcional ao
quadrado do campo elétrico.
Na Equacdo (1.42), usamos o conceito de valor médio de uma funcéo. O valor médio de

uma fungdo continua f(x) definida no intervalo [a, b] é calculado usando a seguinte férmula:

[2 f(x)dx

— (1.43)

(f() =
Se reescrevermos a Equacéo (1.43) como
b
(ﬂm@—@=fﬂﬂﬂ,

vemos que o lado esquerdo da igualdade representa a area de um retangulo de base (b — a) e altura
(f(x)). A area deste retangulo é igual a area dada pela integral f:f(x)dx. Portanto, a ideia de

valor médio de uma funcéo é o valor da funcdo que multiplicado pelo intervalo (b — a) produz
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uma area que é equivalente a &rea da integral f: f(x)dx. Como exemplo, vamos calcular o valor
médio da funcdo f(x) = sen?(x). Usando a férmula (1.43), temos

) 0211' sen®(x)dx 1

1
(f(x)) = (sen?(x)) = r— :Exn:?

1.5 Equacbes diferenciais parciais

Como exemplo de solucédo de equacdes diferenciais parciais usando o método da separagdo
de variaveis, vamos resolver a equacdo das ondas, sujeita as condi¢cdes de contorno E,(0) =
E.(L) =0;E,(0) = E,(L) = 0; E,(0) = E,(L) = 0, isto &,

0°E 0°F 9°E 1 0°E
a2 "9y T 92 2 oe (1.44)

onde E = E(x,y,z,t). O método da separagdo de variaveis consiste na suposicdo de que a solucao
possa ser escrita como um produto de quatro funcGes, cada uma delas dependendo de uma Unica
variavel, ou seja,
E=E(xy,26) = E()Ey ()E,(2)E (D). (1.45)
Derivando (1.45) duas vezes em relacdo as varidveis x, y, z e t, isto &,
0°E 0°E 90°E 9’E

ox2 ' ay?’ 9z2 © at2

e substituindo em (1.44), temos:
EX ()EW)E(2)E(t) + E(x)Ey (W)E(2)E(t) + E(x)E(y)E; (2)E(t)

1 1.46
= S EWEME@DE ®). (49
Multiplicando (1.46) por 1/E(x)E(y)E(2)E(t), temos:
Ex(x) E,(0) E/(@) _ 1E'(D)
E0 TED) T E@ @ E® (40
A Equacéo (1.47) pode ser rearranjada da seguinte maneira:
Ex(x) _ Ey) E/(2  1E'@®) (1.48)

ER) | EQ)  E@ @ EQ®
Observe que o lado esquerdo de (1.48) s depende de x e o lado direito é independente de x. Além

disso, as variaveis x, y, z e t sdo independentes. Essa igualdade s6 tem sentido se os lados da
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equacdo forem ambos iguais a uma mesma constante, digamos —k?. O sinal negativo e o quadrado
sdo usados aqui para simplificar os calculos que se seguirdo. Logo,
Ex(x)  E/(y) E/(z)  1E'(t)

— — - — 2
E@) - EQ)  E@ T2 ED - (1.49)

Resolvendo (1.49) para a funcdo E, (x), obtemos
Ey (x) + k*E,(x) = 0. (1.50)

A Equacéo (1.50) é uma equacdo diferencial ordinaria (EDO) homogénea, linear e com
coeficientes constantes, cuja solucdo pode ser obtida fazendo E, (x) = e™, onde r € uma constante
que pode ser determinada derivando este ansatz duas vezes em relagdo a x e substituindo em (1.50):
rZe™ + k%e™ =0

(r*+k%)e™ = 0.

Esta Ultima equacéo so é verdadeira se (12 + k?) = 0. Com essa observagdo obtemos r = +ki,

onde i = v—1 é a unidade complexa. Logo, a solucdo de (1.50) pode ser escrita como

E,.(x) = c;e™ + c,e™** = A cos kx + B sin kx. (1.51)
Em (1.51) usamos a relacao de Euler, isto é,
et* = cos kx + i sin kx. (1.52)

Além disso, fizemos A = ¢; + ¢, € B = ;i — c,i. Em (1.51), E, (x) representa a componente x
da amplitude do campo elétrico da onda estacionaria. A condi¢do de contorno exige que a ampli-
tude seja zero nas paredes, pois, do contrario, ndo teriamos uma onda estacionaria. Assim, devemos
ter duas condic@es de contorno: i) para x = 0 devemos ter E,.(0) = 0 e ii) para x = L devemos ter
E, (L) = 0. Usando a primeira condicdo em (1.51) descobrimos que A = 0:

E,(0) = Acos(k-0) + Bsin(k-0),

0=A+0,

A=0.
Substituindo A em (1.51) temos E, (x) = B sin(kx). Usando, nesta equacdo, a segunda condicéo
de contorno, isto é, E, (L) = 0, temos:

Bsin(kL) =0 (1.53)

Em (1.53) a constante B ndo pode ser zero, pois se isto ocorrer significa que E, (x) é zero para
qualquer valor de x, ou seja, identicamente nula. Obviamente, esta solugdo ndo nos interessa. Logo,
devemos fazer sin(kL) = 0. Isto significa que kL = n,m. Logo, k = n,r/L. Usando o valor de k

em E, (x) = B sin(kx), obtemos
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E,.(x) = Bsin (nxnx)

(1.54)

Usando procedimento andlogo ao descrito acima, encontramos as solugdes para as fungoes
E,(x) e E;(x):

nznz)

E,(y) = Csin (nyLny) eE,(z) =D sin( T (1.55)

C e D sdo constantes a serem determinadas. Procedimento similar pode ser usado para encontrar a
solugdo geral de T (t):

E.(t) = t; cos(ckt) + t, sin(ckt), (1.56)
onde t; e t, sdo constantes a serem determinadas. Quando t = 0, instante inicial, a onda esta na
parede da cavidade e, portanto, a amplitude € zero, isto é, E;(0) = 0. Logo,

E;(0) = 0 = t; cos(ck - 0) + t, sin(ck - 0),
t; = 0.
Fazendo t; = 0 em (1.56) temos
E.(t) = t, sin(ckt). (1.57)

O valor funcional de (1.57) ndo ¢ alterado quando fazemos t =t + i—’z De fato,

E( mﬁ— i k( zﬂ = ¢, sin(ckt + 21) = E
+ t+E =t,sin| ¢ t+ﬁ = t, sin(ckt + 2m) = E.(t).

Logo, 2w /kc é o periodo de (1.57). Por outro lado, sabemos que o periodo temporal T de uma
onda eletromagnética é dado por T = 1/c, onde 4 é o comprimento de onda e c € a velocidade da

luz. Igualando estes dois valores, obtemos o valor da constate k:
2t A

kc ¢
I 21
iy
O numero k é chamado de nimero de onda, pois expressa 0 nimero de comprimento de
ondas em um comprimento de 2. Em espectroscopia, 0 nimero de ondas é, geralmente, indicado
por ¥ e é definido como sendo o inverso do comprimento de onda: V = 1/A. Substituindo k em

(1.57), temos a forma funcional de E(t):

27‘[Ct>
A

A solucdo geral de (1.44) e obtida multiplicando as fungGes Ey (x), Ey, (y), E,(2) e E.(t):

E.(t) =t, sin(



E(x,y,zt) = Eosin( X

onde fizemos E, = BCDt,.

n,mnx

n,my

L

Join

L

Jsin

n,mnz
L

)sin(

2mct
A

)
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(1.58)
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2 ASPECTOS HISTORICOS

2.1 Introducéo

Acreditava-se, no final do seculo XIX, que as leis fisicas conhecidas aquela época eram
suficientes para explicar os fenémenos naturais observados. Os pilares basicos da fisica eram a
mecanica classica, termodinamica e teoria eletromagnética. Qualquer problema cientifico poderia
ser resolvido usando estas trés grandes areas do conhecimento.

Um fato interessante que os fendmenos naturais poderiam ser explicados usando duas teo-
rias conceitualmente distintas: a teoria corpuscular e a teoria ondulatéria. Do ponto de vista da
teoria corpuscular, a matéria é formada por particulas, o que é bastante intuitivo. Por outro lado, a
luz tinha sido aceita como tendo uma natureza ondulatéria. Obviamente, do ponto de vista classico,
ondas e particulas séo coisas distintas, que nao se misturam.

Entretanto, no periodo que se estende do final do século XI1X ao primeiro quarto do século
XX, uma série de novas descobertas cientificas experimentais levaram a uma modificac¢do consi-
deravel da estrutura da fisica classica. Os principais acontecimentos ocorridos neste periodo que
levaram ao surgimento da fisica moderna séo: descoberta do efeito fotoelétrico por Hertz em 1887;
descoberta dos raios-x por Roentgen em 1895; descoberta da radioatividade por Becquerel em
1896; descoberta do elétron por J. J. Thomson em 1897; hipétese quantica da radiacéo do corpo
negro por Max Planck em 1900; hipotese quantica do efeito fotoelétrico por Albert Einstein em
1905; modelo do a&tomo de Thomson em 1907; experiéncias de espalhamento com particula « por
Geiger, Marsden e Rutherford em 1909; modelo atdmico de Rutherford em 1911; confirmagéo
dos calculos de espalhamento de Rutherford por Geiger e Marsden em 1913; modelo atdmico de
Niels Bhor em 1913; a hipotese de Louis de Broglie em 1924; a equacdo de Erwin Schrodinger
em 1926 etc.

A teoria da relatividade de Einstein, embora tenha sido um feito extraordinario para o de-

senvolvimento da fisica moderna, ndo teve grande impacto nos fundamentos da quimica.
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Entretanto, a mecanica quantica teve profundas implicacdes no entendimento tedrico da natureza
dos fendmenos quimicos. Quando aplicamos a mecanica quantica ao estudo dos fenébmenos qui-
micos, costumamos chama-la de quimica quantica. Na verdade, mecénica quantica, quimica quan-
tica ou fisica quantica sdo todos sinbnimos da mesma mecanica.

Das varias descobertas citadas anteriormente, trés tiveram papel relevante no desenvolvi-
mento da mecénica quantica atual: a catastrofe do ultravioleta, o efeito fotoelétrico e as linhas
espectrais do atomo de hidrogénio. As leis da fisica classica ndo conseguiram descrever estes
fendmenos, forgando os pesquisadores a formular novas leis que fossem capazes de descrever a
natureza de modo quantitativo. O estudo destes trés fendmenos fez com que as leis fundamentais

da mecéanica quantica emergissem.
2.2 Radiacao do corpo negro

Um dos grandes mistérios do final do século XIX era a relacdo entre temperatura e a cor
da luz emitida pelos corpos aquecidos. Quando um corpo € aquecido, ele comeca a emitir luz com
intensidade e frequéncia cada vez maior. Na faixa do visivel, a baixas temperaturas, 0s corpos
emitem luz vermelha. Se mais aquecidos, eles emitem luz laranja, amarela, azul e depois branca.
Para estudar a relacdo entre temperatura e as cores da luz emitida, foi criado um objeto ideal cha-
mado corpo negro.

O corpo negro foi definido em 1860 por Gustav Robet Kirchhoff (1824-1887) como sendo
um objeto capaz de absorver 100% de toda radiacdo eletromagnética incidente. Como absorve toda
a radiacdo incidente, entdo nenhum tipo de radiagdo pode atravessa-lo ou ser refletida. Nesse sen-
tido, a 0 K, o0 corpo negro se mostra como um objeto perfeitamente negro. Outra caracteristica
tedrica do corpo negro é que ele funciona também como um radiador eletromagnético ideal, isto
é, quando aquecido, ou seja, quando sua temperatura se encontra acima do zero absoluto, ele é
capaz de irradiar todos os comprimentos de onda. Portanto, por defini¢cdo, um corpo negro é um
absorvedor e emissor ideal de radiacéo.

N&o se conhece, até momento desta escrita, nenhum material que possui tais propriedades.
Na pratica, o material que apresenta propriedades que mais se aproxima das propriedades do corpo
negro teorico é o carbono. Na forma de grafite, o carbono, é capaz de absorver e emitir em todos

0s comprimentos de onda, mas somente 3% da radiacdo incidente sdo absorvidas. As estrelas
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também podem ser pensadas como aproximacdes de corpos negros ideais, devido as suas altas
densidades gasosas e por irradiar ondas eletromagnéticas em todos os comprimentos de onda.

Nos experimentos laboratoriais usam-se, como boa aproximagao ao corpo negro ideal, um
corpo solido, que pode ser de qualquer material, com uma cavidade interna conectada ao exterior
por um pequeno orificio (Figura 2.1). As radiacdes que incidem na cavidade através do pequeno
orificio sofrem multiplas reflexdes em seu interior e tem pequena probabilidade de deixar a cavi-
dade sem serem absorvidas. Analogamente, devido & temperatura das paredes que formam a cavi-
dade e que emitem todos os comprimentos de onda para o interior da cavidade, o orificio funciona,
aproximadamente, como um radiador de corpo negro ideal. E importante ressaltar que quem fun-
ciona como corpo negro é apenas o orificio.

Existe, portanto, um equilibrio térmico entre a radiacao eletromagnética e as paredes da
cavidade. Para entendermos como as paredes da cavidade emite radiacdo, lembrarmos que toda
carga elétrica oscilante emite radiacao eletromagnética na mesma frequéncia em que a carga oscila.
Analogamente, quando uma radiacéo eletromagnética com frequéncia v incide em uma particula
carregada, a particula oscilara com frequéncia v. Como temperatura é o resultado da energia ciné-
tica média cadtica (agitacdo) das particulas das paredes da cavidade ndo é dificil entender a natu-

reza do equilibrio estabelecido.

Figura 2.1 Uma cavidade com um pequeno orificio € uma boa aproximagao de um corpo negro
ideal devido as multiplas reflexdes e absorcbes que a radiacéo incidente sofre no
interior da cavidade.

A radiacdo emitida pelo corpo negro é chamada de “radiacdo de corpo negro” ou radiag¢do
de cavidade. O termo radiacéo de cavidade é devido ao fato de que estamos usando uma cavidade

com orificio como aproximacéo do corpo negro ideal.



21

Teoricamente, o comprimento de onda maximo emitido € infinito. Isto significa que, na
Figura 2.2, a curva que descreve a distribuicdo da densidade de energia no interior da cavidade em
funcéo do comprimento de onda A nunca toca o eixo da abscissa, isto é, ela é assintdtica ao eixo.
Devemos lembrar que frequéncia e comprimento de onda s&o grandezas fisicas inversamente pro-
porcionais que, no caso das ondas eletromagnéticas, essa relacao € expressa pela Equacgao

Av=c

onde A e v representam o comprimento de onda e a frequéncia, respectivamente; c representa a
velocidade da luz. Como o espectro da radiacdo s6 depende da temperatura, entdo, fixada a tem-
peratura de equilibrio T, a quantidade de energia emitida por unidade de area do orificio (poténcia
de energia radiada) por comprimento de onda apresenta valor definido. Esta propriedade permite

a construcao do grafico mostrado na Figura 2.2.

5(2, 1)

Figura 2.2. Funcdo de distribuicdo da densidade de energia (A, T) em funcdo do comprimento
de onda A(nm) e da temperatura T em Kelvin. Observe que 0s pontos de maximos das
curvas deslocam-se para a esquerda a medida que a temperatura aumenta.

A Figura 2.2 mostra que, para cada temperatura, a curva da densidade de energia no interior
da cavidade apresenta um ponto de maximo para um determinado comprimento de onda. A medida
que a temperatura aumenta, 0s maximos deslocam-se da regido do infravermelho (maior compri-
mento de onda) para a regido do ultravioleta (menor comprimento de onda).

A energia E total emitida para uma determinada temperatura T é dada pela area sob a curva
correspondente, que representa a soma das energias das ondas eletromagnéticas com comprimen-

tos de ondas variando de zero a infinito. Assim, quanto maior a temperatura maior a area sob a
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curva e, portanto, maior a quantidade de energia emitida. A densidade p de energia no interior da

cavidade pode ser escrita como

p(T) = g (2.1)
onde p(T) representa a densidade de energia no interior da cavidade, a qual depende da tempera-
tura T da cavidade; V é o volume da cavidade e E a energia total devida a todos 0os comprimentos
de ondas no interior da cavidade. Vamos mostrar que essa densidade de energia no interior da
cavidade exerce uma pressao nas paredes da cavidade, chamada de pressdo de radiacdo. Em se-
guida, vamos usar essa pressao, juntamente com as leis da termodinadmica, para derivarmos uma
relacdo matematica que relaciona a densidade p com a temperatura T das paredes da cavidade.

Comecamos nossa analise observando que as ondas eletromagnéticas sdo portadoras de
momento. O momento da radia¢do produz uma pequena pressdo, a pressdo de radiacdo, quando
séo refletidas ou absorvidas na superficie interna da cavidade do corpo negro. A pressdo da radia-
cao eletromagnética incidente em uma superficie que a absorve ou a reflete foi deduzida teorica-
mente por James Clerk Maxwell em 1871 e Adolfo Bartoli em 1876. A comprovagao experimental
foi realizada por Lebedev em 1900 e por Ernest Fox Nichols & Gordon Ferrie Hull em 1901.

Para obter uma expressdo matematica da pressdo de radiacdo, suponha, inicialmente, que
ondas eletromagnéticas planas incidam perpendicularmente sobre uma superficie perfeitamente
absorvente. Ondas planas sdo ondas cuja frente de onda € um plano, ou seja, todos os pontos da
frente de onda tém a mesma fase. Agora, seja Q, a quantidade de momento por unidade de volume.
A quantidade de momento Q que chega a superficie por unidade de tempo é

Q=0Qy-c,"4
onde c, representa a velocidade da luz na dire¢éo do eixo z, perpendicular a superficie e A é a area
de incidéncia do pacote de radiacdo a superficie. Se a superficie for um absorvente perfeito, esta
sera também a quantidade de momento absorvida por unidade de tempo. A variagdo de momento
do pacote de fotons € AQ = Qf — Q;, onde Q e Q; representam os momentos final e inicial, res-
pectivamente. Como o0 momento ¢ absorvido pela superficie, entdo a variagdo de momento sofrido
pelo pacote de onda € AQfseons = —Q;. Pelo principio da acdo e reacdo, a variagdo de momento
sofrida pela superficie tem o mesmo maodulo, porém sentido oposto, ou seja, AQgyperficie = Qi =
Qyc,A. Aqui, estamos supondo que a quantidade de momento que chega a superficie tem distri-

buicdo uniforme. Mas, pressdo P ¢ igual ao modulo da forga, | F|, dividida pela area A, isto é,
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O L e
A A A
Como estamos trabalhando com uma cavidade, a radiacdo no seu interior esta igualmente distri-

= QvC, (2.2)

buida em todas as direces. Assim, ndo existe, a priori, nenhuma razao para que a incidéncia da
radiacdo na superficie da cavidade seja perpendicular, ou seja, todas as dire¢cdes sdo igualmente
provaveis. Entdo, as trés componentes da radiacdo sao igualmente provaveis. Consequentemente,
podemos fazer ¢, = c¢/3, onde c representa a velocidade da luz em qualquer dire¢do. Uma argu-
mentacdo melhor para este resultado pode ser obtida fazendo o traco do tensor de stress eletro-

magnético igual a zero. A férmula (2.2) pode entdo ser escrita como

P=%ma 2.3)
De acordo com a teoria da relatividade restrita, temos que
E? = (pc)? + (mc?)?, (2.4)
onde E representa a energia; p 0 memento e m a massa de repouso. Como foton ndo tem massa de

repouso, entdo o momento do foton é dado por

E
P=7 (2.5)
Portanto, a quantidade de momento Q,, do pacote de féton pode ser escrito como
E
Qv = - (2.6)
onde E agora representa a energia total do pacote de fotons. Substituindo (2.6) em (2.3), obtemos
E
P = 3 (2.7)

Como a formula final da densidade de energia p no interior da cavidade em funcéo da temperatura
independe do volume da cavidade, podemos considerar durante o processo de deducdo, sem perda
de generalidade, uma cavidade de volume unitério. Nesse caso, a Equacdo (2.7) pode ser reescrita
fazendo p = E. Com essa observacdo, a pressdo de radiagdo P no interior da cavidade pode ser
escrita em funcédo da densidade p como

P = g- (2.8)
Observe que a pressao exercida pela radiacdo no interior da cavidade depende da temperatura, ou

seja, p = p(T). Se a superficie fosse refletora ideal, 0 modulo da variacdo da quantidade de
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momento por unidade de volume incidente na superficie seria 2Q: AQ = |innal — Qim-a-al|. Neste

caso, a Equacéo (2.8) deve ser multiplicada por dois, i.e.,

2

No caso em que a radiacao e refletida, a pressao exercida pela radia¢éo é o dobro. A dependéncia
da densidade p com a temperatura T pode ser verificada experimentalmente.

Boltzmann derivou uma relagéo entre densidade de energia e temperatura usando a termo-
dindmica. A primeira lei da termodindmica afirma que dE = 6 — 6w, ou seja, a varia¢do da ener-
gia interna dE de um sistema € igual ao calor recebido menos o trabalho realizado. As notacdes
oq e ow enfatiza o fato de que as diferenciais do calor e do trabalho ndo s&o exatas.

Supondo que todo o trabalho 6w realizado pelo sistema seja de expanséo (6w = F,,dV,
onde P, representa a pressao de oposicao ao sistema), e fazendo uso da desigualdade de Clasius

(oq < TdS, onde dS representa a variagdo de entropia do sistema e a igualdade sé vale para um
processo reversivel), podemos expressar a primeira lei da termodindmica para um sistema com

transformacdes reversiveis como

dE = TdS — P,,dV. (2.9)
Por simplicidade, vamos denotar F,,, simplesmente por P. Dividindo (2.9) por dV com T constante,
obtemos
(5, =), -+
v/, v/, (2.10)
Usando a relagcdo termodinamica (8S/dV)r = (0P/dT), de Maxwell, podemos reescrever a
Equacéo (2.10) como
(a—E) =T(6—P) _p. 2.11)
v/ oT/y,

Rearranjando os termos da Equacéo (2.1) e derivando-a em relacdo a V com T constante, temos

_E E— oy (aE) _
P—V:»> —P:?aVT—P- (2.12)

Além disso,

p JaP 1dp
=5-(G), -1
3 oT/y 3dT (2.13)

Usando as equagdes (2.13) e (2.12) em (2.11), temos
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L Y S
P=l3qr 3 7P T gr 7 L T

Inp = 4InT + k = 4InT + Ina = In(aT*)
Inp = In(aT*)

p=al* (2.14)

Na deducdo da equacdo acima fizemos k = Ina. O valor experimental da constante « é

7,569 x 10~ erg - cm™3 - k=*. A Equacdo (2.14) é conhecida como lei de Stefan-Boltzmann e
nos permite calcular a densidade de energia no interior da cavidade em funcdo da temperatura.
Inicialmente, essa equacao foi obtida experimentalmente por Joseph Stefan (1835 - 1893), fisico e
matematico Austro-esloveno, em 1879. O fisico austriaco Ludwig Eduard Boltzmann (1844 -
1906), que foi aluno de Stefan, fez a sua deducéo tedrica, e por isso tem seu nome ligado a Equacéo
(2.14).

Em geral, a lei de Stefan-Boltzmann é citada como a poténcia de energia irradiada pela
superficie de um corpo negro, ou seja, a quantidade de energia emitida pela superficie de um corpo
negro por unidade de area e por unidade de tempo. Essa quantidade irradiada recebe varios nomes:

radiacdo do corpo negro, densidade de fluxo energético, poténcia emissora ou ainda intensidade
de radiacdo I(T). A I é diretamente proporcional & densidade de energia o no interior da cavi-

dade, ou seja, é diretamente proporcional a quarta poténcia da temperatura:

[1=07%] (2.15)
onde ¢ =5,672x10"%erg-cm™2-s1-k™* ou 5672x 108 W -m=2-s71-k~* Como a
intensidade é diretamente proporcional a quarta poténcia da temperatura, podemos usar esta equa-
cao para estabelecer uma escala de temperaturas absolutas. Um fato interessante na Equacéo (2.14)
ou (2.15) e que elas foram obtidas usando as leis da termodinamica.

A energia no interior da cavidade é o resultado da soma das energias de varios comprimen-
tos de ondas. Logo, a densidade de energia dp resultante das contribui¢des das radiagcbes com
comprimentos de ondas entre A e A4 + dA pode ser calculada usando a Equagao

dp(A4,T) = 8(4T)dA, (2.16)
onde (4, T) é chamada de funcéo de distribuicdo da densidade de energia no interior da cavidade

do corpo negro. Se a forma analitica da fungéo de distribui¢do §(4, T) for conhecida, poderiamos
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calcular a densidade total de energia no interior da cavidade, para uma dada temperatura T, por

integracdo, ou seja,
p(ALT) = f 5(,T)dA. (2.17)
0

Esta Equacéo representa a soma das contribui¢des de todos os comprimentos de onda de zero ao
infinito para a cavidade em equilibrio téermico a temperatura T. Observe que em (2.17) estamos
pensando em A como sendo uma variavel continua, isto é, todos os comprimentos de ondas sdo
possiveis no interior da cavidade. Lembre-se que a densidade de energia é uma funcao da tempe-
ratura T, isto €, fixada a temperatura, a densidade o também apresentara valor definido.

Medir experimentalmente os comprimentos de onda das radiacdes emitidas pelo corpo ne-
gro é bastante facil. Verifica-se, experimentalmente (Figura 2.2), que o comprimento de onda ma-

Ximo, A4, desta distribuicdo é inversamente proporcional a temperatura, isto &,

AT = g (2.18)
A Equacéo (2.18) e conhecida como lei de deslocamento de Wien (em homenagem ao fisico ale-
méao Wilhelm Carl Werner Otto Fritz Franz Wien que recebeu o prémio Nobel em 1911 pela des-
coberta da lei do deslocamento em 1893). Nao confunda com a lei de Wien ou lei da distribuicéo
de Wien que descreve o espectro da radiacdo térmica do corpo negro. A constante b =
2,8977685 x 1073 m - k é chamada de segunda quantizacdo da radiacdo. Os pontos de maximos
da Figura 2.2 ilustra a lei do deslocamento de Wien. Usando a lei de Wien poderiamos calcular,
por exemplo, que o comprimento de onda maximo de um corpo negro que se encontra a 1000 K é
Amax = 2900 nm.

Uma aplicacgdo interessante da lei do deslocamento de Wien é que com ela podemos calcu-
lar a temperatura das estrelas a milhGes de anos-luz de distancia simplesmente medindo seu com-
primento de onda maximo de radiacao e supondo que as estrelas se comportam, aproximadamente,
COMo Ccorpos negros ideais.

Calcular a fungéo de distribui¢do da densidade de energia 5(4, T) era um dos interesses dos
fisicos da época. Rayleigh, usando as leis da fisica classica, obteve uma formula para (4, T), cujas
consequéncias foram catastréficas para a fisica classica.

No proximo paragrafo discutiremos o modelo proposto por Rayleigh para a funcdo de dis-

tribuicdo da densidade de energia no interior da cavidade de um corpo negro.
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Exercicios

1) Calcule a densidade de energia da radiagdo, 0 (T ) , m uma cavidade para as temperaturas 200°, 500°, 1000°
e 10000° K.

2) A que comprimento de onda ocorre 0 maximo na fungao de distribui¢cdo da densidade de energia para corpo
negro se: i) T = 300° K? ii) T = 500°K?

3) Qual deverd ser a temperatura para que a funcéo de distribuicdo da densidade de energia tenha um maximo
a 6.000 angstroms?

4) O €0, apresenta duas bandas de absorcédo no espectro de infravermelho: uma em 2360 cm™ e outra em 230
cm*. Usando a lei do deslocamento de Wien, calcule a temperatura da superficie da terra para que o CO,
possa absorver radiacéo de infravermelho.

2.3 Formula de Rayleigh-Jeans

John William Strutt, 3rd Baron Rayleigh (1842-1919), com uma pequena contribuicao de
Sir James Hopwood Jeans (1877 — 1946), derivou uma férmula para a funcédo de distribui¢do da
densidade de energia 8(4, T) no interior da cavidade do corpo negro usando os conceitos classicos
da fisica. Inicialmente, calculamos a energia média dos osciladores no interior da cavidade. Pode-

mos fazer isso usando o teorema da equiparticdo da energia que diz que

Se a energia de uma molécula puder ser escrita na forma de uma soma de termos, onde cada um
dos quais € proporcional ao quadrado da velocidade ou do deslocamento, entdo cada um dos
termos quadrados contribui com KT /2 para a energia média total, onde K é a constante de

Boltzmann e T a temperatura.”
No entanto, vamos usar aqui uma outra estratégia. Classicamente, a densidade de distribuigédo de
energia de Boltzmann para muitos osciladores é dada por
—&/KT
7
onde p(¢) representa a probabilidade de encontrar um oscilador com energia entre € e € + de; Z

p(e) = (2.19)

representa a funcdo de partiticdo e K é a constante de Boltzmann. Classicamente, a funcéo de

particdo é dada por
Z = J;) e /KT de = KT. (2.20)

Portanto, a energia média dos osciladores pode ser calculada como
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o

® 1
(e) = f ep(e)de =, f se~¢/KT dg = KT. (221)

Usando (2.21), Rayleigh, com uma pequena contribuicdo de Jeans, propés uma férmula

para o calculo da densidade de energia no interior da cavidade, ou seja,
8nKT

*
Para simplificar a deducédo de (2.22), consideraremos uma cavidade metalica cubica de

S(A,T) = (2.22)

lados L. Néo hé perca de generalidade na argumentacdo devido ao fato de estarmos usando um
tipo particular de cavidade, pois, como veremos adiante, 0 nimero de ondas estacionarias no inte-
rior da cavidade ndo depende do tipo particular de material usado ou da forma geométrica da ca-
vidade.

Suponha que as paredes da cavidade sejam aquecidas uniformemente até certa temperatura
T. Quando aquecidas, as paredes emitirdo radiacdes eletromagnéticas por causa dos movimentos
acelerado das particulas carregadas nas paredes metalicas devido a agitacdo térmica. O objetivo é
calcular o nimero de ondas eletromagnéticas no interior da cavidade. Para que as ondas eletro-
magnéticas existam no interior da cavidade é necessario que os campos elétricos das ondas sejam
nulos nas paredes metalicas. Do contrério, estas ondas serdo absorvidas pelas paredes metalicas.
Chamamos esta restricdo de condi¢des de contorno das ondas eletromagnéticas. Como que nas
extremidades das ondas os campos elétricos sdo nulos, entdo podemos falar de modos normais de
vibracdo dessas ondas. Usando o teorema da equiparticdo, vemos que a energia de cada modo
vibracional é KT, onde K é a constante de Boltzmann. Agora, se calcularmos o nimero de ondas
eletromagnética com comprimento de ondas entre A e A + dA e multiplicarmos por KT, teremos a
densidade de energia por unidade de comprimento de onda.

O numero de ondas (ou equivalentemente, de modos vibracionais) no interior da cavidade
pode ser obtido usando a equacgéo das ondas sujeita as condigdes de contorno E,(0) = E, (L) = 0;
E,(0) = E,(L) = 0; E,(0) = E,(L) = 0:

0%°E 0%E 0%*E 1 0%E
axz  ay2 T 92 T 2o (2.23)

onde c é a velocidade da luz; E = E(x,y, z, t) denota o campo elétrico da onda eletromagnético e

t o tempo; Ex, Ey e E; representam as componentes do campo elétrico nas diregdes X, y e z,
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respectivamente. A solucdo de (2.23) com as condigbes de contorno E,(0) = E,(L) = 0; E,,(0) =

E,(L) = 0; E,(0) = E,(L) = 0 e dada por

E(x,y,zt) = E,sin (nxzrx) sin (nyLny) sin (nZZTZ) sin (ZZCt). (2.24)

Derivando (2.24) duas vezes em relagcdo a x, y, z e t e substituindo em (2.23) temos

nm? o mym? o om,m? 1 2mc 2
G +G0) G5 =25
Simplificando e rearranjando os termos, obtemos

4]?
nz+n2+ni= =z (2.25)

ondeny,n, =n, =1,2,3,. E claro que n,, n, e n, ndo podem ser nulos, pois resultariaem uma
energia E nula.

Note que, para cada 4, (2.25) tem dois graus de liberdade, isto €, temos trés variaveis (n,,
n,, n,) € uma equacdo. Os fisicos interpretam essa restricdo dizendo que existem duas ondas na
cavidade que obedecem a condic¢do (2.25) ou seja, suponha que n,, = 1 seja fixado, entdo poderi-
amos ter, por exemplo, n,, = 2en, = 3oun, = 3 en, = 2. Essas duas possibilidades obedecem
a condicdo (2.25), ou seja, podemos interpretar este fato dizendo que a Equacdo (2.24) representa
duas ondas eletromagnéticas polarizadas perpendicularmente. Nao devemos esquecer também que
a condicdo para que uma onda estaciondria exista na cavidade é expressa por (2.25), onde L é fixo,
pois é a aresta da cavidade metalica cubica. O comprimento de onda varia de zero a infinito. Para
cada valor de A, o nimero de modos vibracionais N possiveis, resultante das combinacdes
n,, Ny € n,, deve obedecer a condigdo (2.25). Observe que (2.25) parece formalmente com uma
esfera de raio R = (4L%/2?)'/2 no espaco dos n’s. Cada elemento de volume dessa esfera corres-
pondentes a certos valores de n,, n, e n, representam um modo vibracional ou uma onda estacio-
naria. Se quisermos contar o numero de modos vibracionais possiveis, basta contar o nimero de

elementos de volume da esfera de raio R = (4L%/A?)'/2, ou seja,
3

N = 4'7TR3 _ 41 <4L2)2 ) (226)

3 3\
Como n,,n,, =n, = 1,2,3,--+, devemos restringir (2.26) a primeira octante, ou seja, devemos di-

vidir (2.26) por 8. Esta foi a correcdo feita por Jeans na formula de Rayleigh. Uma correcdo
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adicional que devemos fazer é multiplicar (2.26) por 2, pois (2.26) corresponde a dois graus de
liberdade. Feitas estas correcoes, (2.26) pode ser reescrita como

3
A formula (2.27) fornece o nimero total de ondas eletromagnéticas estacionérias no interior da
cavidade metélica. Contudo, como estamos procurando por uma funcao de distribuicdo, estamos
particularmente interessados no numero de ondas por unidade de comprimento de onda, ou seja,

estamos interessados em

dN
dA
Derivando (2.27) em relacdo a A, obtermos
8mlL3
dN = — dA. (2.28)

3'4
O sinal negativo gque aparece em (2.28) significa que 0 nimero de modos vibracionais dN dimi-
nuem com o aumento do comprimento de onda A. Contudo, estamos particularmente interessados
no valor absoluto de dN, ou seja,

8mlL3
A‘l-

83
AN = |-—5-d2

d. (2.29)

Para determinarmos a densidade de energia dp devida as contribui¢cdes das ondas estacionarias,
com comprimentos de ondas entre 1 e A + dA, basta multiplicar KT (Equagéo (2.21)) por dN

(Equacdo (2.29)) e dividir o resultado pelo volume da cavidade de arestas L.

(2.30)

Comparando (2.16) com (2.30), obtemos a funcao de distribuicdo da densidade de energia 6 (A, T)

no interior da cavidade:

8nKT
/14

A férmula (2.31) foi obtida usando conceitos da fisica classica que eram bem estabelecidos na

(A T) = (2.31)

época e bem aceitos pela comunidade cientifica. No entanto, ela prediz uma densidade de energia
infinita quando 4 — 0 (veja Figura 2.3). Isto, com certeza € um absurdo. A Equacdo (2.31) depende
da temperatura. Mas, se a temperatura for um pouquinho acima do 0 K, entdo § (4, T) — oo quando

A — 0. No entanto, como mostra a Figura 2.3, existe um bom acordo entre a formula de Rayleigh-
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Jeans com os resultados experimentais para grandes valores de A. A discordancia para valores

pequenos de A ficou conhecido na histéria da ciéncia como catastrofe do ultravioleta.

(A, T)

h

Figura 2.3. Grafico mostrando a distribuicdo da densidade de energia 6 (4, T) em funcdo de A. A
férmula de Rayleigh - Jeans mostra que quando 4 — 0 temos §(A4, T) — oo. (Figura
modificada de Physical Chemistry, Peter Atkins, 72 ed.)

2.4 Formula de Planck

Em 1900, Max Karl Ernst Ludwig Planck, aos quarenta e dois anos, obteve corretamente
uma férmula para a funcéo de distribuicdo da densidade de energia § (A4, T) da radiacdo do corpo
negro. Planck obteve, inicialmente, a férmula correta por interpolacdo. Os editores da revista pe-
diram a Planck que fizesse uma justificativa tedrica para sua formula para que o artigo pudesse ser
publicado. Trés meses depois Max Planck apresentou uma justificativa tedrica para sua formula.

Planck usou o procedimento metodologico de Rayleigh para a obtengdo do nimero de on-
das estacionarias no interior da cavidade por unidade de comprimento de onda dado pela formula
(2.29). No entanto, Planck ndo usou o teorema da equiparticdo da energia na obtencao do valor
médio da energia dos osciladores. O valor médio da energia dos osciladores foi obtido por Planck
baseando-se em postulados. Os postulados formulados por Planck foram:

— as energias dos osciladores sdo discretas e igualmente espacadas;
— os osciladores estdo distribuidos segundo a lei de distribuicéo de Boltzmann: n; = nye ~2¢/XT;
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— as energias dos osciladores sdo diretamente proporcionais a frequéncia de oscilagéo, isto é,
E = hv, onde v é a frequéncia de oscilacdo e h € uma constante de proporcionalidade a ser
determinada;

— atroca de energia entre os osciladores ocorre em quantidades discretas.

A primeira hipétese era dificil de ser aceita, pois, nada indicava, naquela época, que a ener-
gia pudesse ser, em algumas circunstancias, uma quantidade quantizada, isto €, apresentar valores
discretos. Relatos historicos afirmam que o préprio Planck ndo acreditava que a quantizacdo da
energia dos osciladores tivesse uma interpretacdo fisica real. Na verdade, ele pensava que se tra-
tava apenas de um artificio matematico para chegar a férmula da funcéo de distribuicdo da densi-
dade de energia da cavidade. Rayleigh-Jeans usou o teorema da equiparti¢cdo da energia para cal-
cular a energia média dos osciladores. Planck usou a hipbtese de que as energias dos osciladores
eram discretas e igualmente espacadas e a hipotese de que a distribuicdo destas energias obedecia
a distribuicdo de Boltzmann para calcular a energia média dos osciladores.

A energia média dos osciladores ou modos vibracionais é dada por

(e) = (2.32)
onde (&) representa a energia média dos osciladores; E;,; a energia total dos osciladores e N o
numero total dos osciladores. O nimero de osciladores N, ou seja, 0 nimero de ondas estacionarias

no interior da cavidade, pode ser calculado usando o segundo postulado de Planck que afirma que

a distribuicdo dos osciladores obedece a distribuicdo de Boltzmann:

n; _Ag

o =e KT (2.33)

onde n, representa o numero de osciladores no estado fundamental; n; representa 0 nimero de
osciladores no estado i; Ag; representa a diferenca de energia entre o estado fundamental &, e 0
estado ¢;; K é a constante de Boltzmann e T a temperatura absoluta. Usando (2.33), 0 nimero total
N de osciladores pode ser obtido somando os n, osciladores que estdo no estado fundamental, isto
€, com energia &,, mais o0 numero de osciladores n, com energia &;, mais o nimero de osciladores

n, COM energia &, e assim por diante. Simbolicamente, temos
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N=Zni=n0+n1+n2+--- (2.34)

i=0
Para facilitar nossos célculos, vamos adotar como referéncia de energia, a energia do estado fun-
damental, isto é, vamos fazer &, = 0. Desse modo, temos que Ag,, = &, — & = ne, cOM n =
1,2,3,4,---. Com esta definicdo e usando (2.33), podemos escrever (2.34) como
N = ng + nge /KT 4 nye=26/KT 4 nye=3¢/KT 4 ...
= n, (1 + eme/KaT 4 (e=e/KsT)? 4 (¢=¢/KsT)? 4 . )
Definindo y = e~¢/K8T na Equacéo anterior, obtemos
N=ny(1+x+x*+x>+-). (2.35)

Asériel + y + x? + x3 + --- € uma série geométrica de razdo y, com | x| < 1. Portanto, esta série

é convergente e converge para 1/(1 — y). Logo, (2.35) pode ser reescrita como

N =0
=1—4 (2.36)

A energia total pode ser calculada somando o nimero de osciladores com energia &,, mais

0 nimero de osciladores com energia &;, mais 0 nimero de osciladores com energia &, e assim por
diante. Consequentemente, temos que

Etor = No&g + 1€ + Nyey +N3eq + -0 (2.37)
De acordo com os postulados de Planck, as energias dos osciladores sdo igualmente espacadas, e
como definimos a energia do estado fundamental igual a zero, isto €, &, = 0, entdo podemos rees-
crever (2.37):

Eior =ng -0+ nye +ny26 + ny3e + - (2.38)
Usando (2.33) em (2.38), obtemos

Eior = noce ¢/K8T 4 n 2ee=28/K8T 4 no3ee=3¢/KsT 4 ... (2.39)

Definindo y = e~¥/X8T em (2.39), temos

Eror = noe(x +2x2 +3x3 +4x* + ) (2.40)
Asérie y + 2x2 + 3x3 + 4x* + --- é convergente e converge para y/(1 — x)?. Logo,
NoeX
Etor = m (2.41)

Dividindo (2.41) pelo nimero total N de osciladores (Equacdo (2.36)), obtemos a energia media

por oscilador:
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NgEY X €

“NA—p? 1-x & . (2.42)

ekKT — 1

()

Multiplicando o nimero de osciladores com comprimento de onda entre 1 e A + dA (Equagéo

(2.29)) pela energia média dos osciladores (Equagéo (2.42)),

8me

S(AT) = ———~- 2.43
2 (eﬁ ~ 1) (2.43)
Usando o terceiro postulado de Max Planck, ou seja,
h
e=hy=— (2.44)
A
obtemos a férmula correta para 6 (4, T), ou seja,
8mhc
ST =~ he (2.45)
A (eﬂKT — 1)

A férmula (2.45) concorda muito bem com os resultados experimentais. Para obter a for-
mula (2.45), Planck postulou que as energias dos osciladores eram discretas e multiplas de hv.
Portanto, estamos falando aqui de um pacote minimo de energia para cada oscilador. Os oscilado-
res nao podem assumir valores continuos de energia. Este é um postulado dificil de ser entendido,
pois classicamente os osciladores poderiam assumir qualquer valor.

Usando a Equagéo de Planck, a lei do deslocamento de Wien pode ser obtida derivando a

funcdo de distribuicdo da densidade de energia §(4, T) e igualando a zero, ou seja,

d —8mhc [5/14(6"”’1” — 1) — A%ehe/AKT . th
— 84, T) = _ A°KT —0
dA he
[ﬂs (em — 1)]
52*(ehe/ KT — 1) — 25ehc/KT, th -0
A°KT
hc
hc/AKT _ 1Y) — ghc/IKT . _
S(e )—e kT - Y
c hc _o
AKT
1 hc
AmaxT = 5? =b

onde b = 2.897771955...x 1073 m.K; h = 6,6260 x 1073%].s é a constante de Planck; K =

1,38066 x 10723] - k1 é a constante de Boltzmann. Na obtencéo da lei do deslocamento de Wien,
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usamos o fato de que e™/*XT > 1 e fizemos a seguinte aproximacao: e /KT — 1 ~ h¢/KT,
Como visto, para grandes valores de A a férmula de Rayleigh-Jeans concordava com os valores
experimentais. O problema surgia quando A — 0. Nesse sentido, a formula de Planck deve con-
cordar com a formula de Rayleigh - Jeans para grandes valores de A. De fato, isto acontece. Se 4
é grande, entdo hc/AKT <« 1 e podemos expandir e™/*XT em série de poténcia nas proximidades

de zero, isto &,

A =142 (B ) (L) g e 2.46)
AKT AKT AKT AKT '
Substituindo (2.46) em (2.45), temos que
8mhc 8nKT
(4, T) = = (1 +£_ 1) BT (2.47)
AKT

A Equacéo de Planck também explica a formula de Stefan-Boltzmann. De fato, integrando

6(4,T) em relacdo a A4, com A variando de zero ao infinito, obtemos

(A,T) f T 8mhe i are
p . = _— =a ,
0 45 (e% _ 1) (2.48)
onde
3 8moK*
&= 156303
Exercicios

5) Numa cavidade a 1.000° K, calcule a fragdo da densidade de energia proveniente da luz na regido entre 7.800
— 8.000 angstroms. Repita o calculo para 2.500° K.

2.5 Efeito fotoelétrico

Quando uma superficie metalica é irradiada com radiacéo eletromagnética (luz), observa-
se a emissao de elétrons pela superficie metalica. Este fendmeno foi descoberto e investigado em
1887 pelo fisico alemdo Heinrich Rudolf Hertz. A emissdo de elétrons pela superficie metalica
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apresentava algumas caracteristicas muito peculiares. Entre as observacdes feitas por Hertz em
seus experimentos podemos destacar as seguintes:

— 0s elétrons s6 sao emitidos se a radiagdo incidente tiver uma frequéncia minima vy;

— essa frequéncia minima depende do metal;

— aenergia cinética dos elétrons emitidos aumenta linearmente com a frequéncia da radiacéo;
— a energia cinética dos elétrons ndo depende da intensidade da luz, somente da frequéncia;

— a quantidade de elétrons emitidos é proporcional a intensidade da radiagdo luminosa;
—nao ha intervalo de tempo significativo entre a radiacdo incidente e os elétrons ejetados;
—a direcdo em que os elétrons séo ejetados depende da direcdo da radiacéo incidente.

A andlise cléssica dos resultados experimentais ndo consegue explicar este fendémeno. Do
ponto de vista classico, o elétron esté ligado ao metal por certa energia potencial w,, a qual chama-
remos de funcéo trabalho. Para retirar um elétron que esta ligado ao metal, deve-se fornecer ao
elétron energia igual ou superior a w,. Se, além disso, o elétron emitido pelo metal possuir energia
cinética, entdo a energia total E;,; do elétron emitido pode ser calculada, classicamente, por

m,v?
b o, (2.49)

onde m, representa a massa do elétron ejetado; v representa a velocidade do elétron e w, é a

Eior =

energia necessaria para retirar o elétron ligado ao metal.

Ra [].i"l ¢iio ncidente

Prato coletor .

‘ - Prato emissor

". ano

+
|
|

Bateria

Figura 2.1. Quando a luz incide no prato emissor, 0s elétrons sdo emitidos e coletados pelo prato
coletor gerando uma corrente elétrica. Variando a poténcia da bateria pode-se
interromper a corrente de elétrons. Desta forma, a energia cinética dos elétrons

emitidos pode ser medida.

Classicamente, a energia do raio de luz dependeria exclusivamente da sua intensidade, e a
energia deveria ser absorvida continuamente pelos elétrons da placa metalica. Do ponto de vista

classico, pode se demonstrar que, para uma radiacdo de pequena intensidade e valor razoavel w,,
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seria necessario dias ou mesmo anos antes que qualquer elétron pudesse adquirir energia suficiente
para ser ejetado. Ap0s este periodo, uma grande quantidade de elétrons deveria apresentar energia
suficiente para ser ejetados, e uma corrente continua deveria ser observada fluindo do metal. Au-
mentando a intensidade da radia¢éo, 0 tempo necessario para iniciar a emissao dos elétrons deveria
diminuir. Entretanto, experimentalmente, ndo se observa intervalo de tempo entre a radiacédo inci-
dente e a emissdo dos elétrons. A proporcionalidade entre a intensidade luminosa e a corrente €
explicada usando a fisica classica, mas a auséncia de intervalo de tempo entre a radiacdo incidente
e a emissdo de elétrons ndo pode ser explicada classicamente. Outro fato experimental que chama
a atencdo € a existéncia de uma frequéncia minima para que haja emissdo de elétrons. Classica-
mente, isto ndo faz sentido, pois mesmo que a radiacdo incidente tenha uma frequéncia abaixo da
frequéncia minima, o metal poderia absorveria radiacdo por um tempo prolongado. Os elétrons
acumulariam energia ao longo desse tempo de tal modo que eles comegariam a serem ejetados.
Mas, ndo se observa isto experimentalmente. Se a frequéncia da radiacdo incidente for abaixo da
frequéncia minima, o metal ndo emite elétrons, ndo importa quanto tempo ele fique exposto a luz.

Em 1905, Albert Einstein (14/03/1879 — 18/04/1955) propbs uma explicacao interessante
para estas observacdes usando dois novos postulados:

— aenergia da radiacdo luminosa é discreta e estd concentrada em pequenos pacotes de luz cuja
energia é dada por E = hv, onde v ¢ a frequéncia da radiacéo e h é a constante de Planck;

— o0 elétron absorve integralmente um quantum de energia ou nao absorve nada.
O primeiro postulado estabelece a quantizacédo da radiacéo eletromagnética, ou seja, a luz é for-
mada de particulas. A ideia de particula de luz foi defendida por Isac Newton ja no século XVII.
Einstein retoma a ideia de particula de luz sé que a energia de cada pacote e dada pela formula de
Planck: E = hv. Portanto, na visdo de Einstein, a luz é quantizada e o quanta de luz é hv. Este
postulado é intrigante, porque depois dos experimentos da dupla fenda de Young, a natureza on-
dulatoria da luz estava bem aceita.

O segundo postulado afirma que o elétron, ligado ao metal, absorve um quantum de luz ou
ndo absorve nada. O que Einstein esta falando com este postulado € que os quanta de luz séo
indivisiveis. Com estes dois postulados, podemos afirmar que a energia adquirida pelo elétron é

da ordem de hv. Usando o primeiro postulado em (2.49), obtemos
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2
meyVv
E,=hv= 62 + wy. (2.50)

A Equacdo (2.50) esta afirmando que existe uma frequéncia minima para que o elétron seja

emitido. Esta frequéncia minima é dada por

(O]
Vo = T (2.51)

Se o elétron absorver uma particula de luz com frequéncia maior do a frequéncia minima, entdo a
diferenca h(v — v,) sera transformada em energia cinética:

mev?
E. = >

onde E. representa a energia cinética. Veja que em (2.52), a energia cinética é uma funcéo linear

= hv — wy, (2.52)

da frequéncia da radiacdo luminosa, cujo coeficiente angular é a constante de Planck. As particulas
de luz, depois de Einstein, passaram a ser chamadas de fétons. Um foton é um quantum de luz que
é indivisivel.

O sucesso da formulacédo de Einstein para o agora chamado de efeito fotoelétrico € inques-
tiondvel. No entanto, o postulado de Einstein afirmando que a energia da luz é quantizada €, no
minimo estranho, pois os pesquisadores da época estavam bastante convencidos de que a luz era
uma onda com energia continua. Por este trabalho, Einstein recebeu o prémio Nobel em 1921. De
todos os trabalhos de Einstein, este foi o que gerou maior impacto tecnolégico.

Exercicio
S&0 necessarios cerca de 8x107° J de energia para remover um elétron do interior da platina. Qual é a frequéncia

minima de luz necessaria para observar o efeito fotoelétrico?

2.6 Espectro do &tomo de hidrogénio

Em 1666, Isaac Newton demonstrou que quando um feixe de luz passa através de um
prisma, a luz branca incidente é decomposta pelo prisma nas cores do arco iris. Chamamaos a de-
composicdo da luz de espectro. O espectro do arco iris € um espectro continuo (vermelho, laranja,

amarelo, verde, azul, anil ou indigo e violeta). Entretanto, quando se olha a luz proveniente de um



39

unico elemento quimico, hidrogénio, por exemplo, ndo se observa todas as cores do arco iris. Ob-
serva-se apenas algumas linhas brilhantes de certas cores. Estas linhas coloridas ou linhas espec-
trais sdo caracteristicas de cada elemento quimico e formam uma espécie de assinatura espectral
do elemento.

Estas linhas espectrais foram vistas pela primeira vez por William Wollaston em 1802. Em
1814, o aleméo Joseph von Fraunhofer as estudou de modo sistematico, catalogando-as. Fraunho-
fer marcou cuidadosamente a posicao de cada linha, mas ndo tentou dar uma explicagéo do porqué
estas linhas apresentavam tais caracteristicas.

Por volta de 1850, o fisico Gustav Kirchhoff decidiu investigar o fendmeno com a ajuda do
quimico Robert Bunsen (o inventor do bico de Bunsen). Eles seguraram varias substancias nas
chamas do bico de Bunsen. A luz emitida pelo elemento aquecido foi separada em seu espectro
usando um prisma. Eles observaram que cada elemento apresentava seu proprio conjunto de linhas
que era diferente do conjunto de linhas dos outros elementos. Na realidade, por volta de 1860, eles
descobriram dois novos elementos, césio (***2:Cs) e rubidio (*>37Rb), ao analisar o conjunto de
espectros que ndo correspondia a nenhum outro elemento conhecido. Mas tarde, os elementos qui-
micos hélio (*°2He), argonio (**354r), nednio (**1oNe), kriptonio (**$2Kr) e xendnio (**20Xe)
foram descobertos usando a espectroscopia.

A descoberta do espectro de absor¢do por Fraunhofer foi acidental. Fraunhofer ndo estava
estudando este tipo de fendmeno em particular. Na verdade, ele estava simplesmente testando um
moderno prisma que havia construido. Quando a luz solar entrou por uma pequena fenda e atingiu
um dos prismas, formou-se o espectro de um arco iris colorido, como esperado. Entretanto, o es-
pectro continha uma série de linhas escuras.

A explicagdo das linhas escuras observadas por Fraunhofer é a seguinte: antes da luz
branca do sol, que contém toda faixa do espectro, atingir o prisma, ela passa pelo ar da atmosfera
que contém varios tipos de gases. Alguns dos comprimentos de onda da radia¢éo solar s&o absor-
vidos pelo ar. Sendo que o restante da radiacdo atravessa a atmosfera, atinge o prisma e sdo de-
compostos produzindo o espectro observado. A andlise cuidadosa mostra que o ar atmosférico
produz um espectro de absor¢cdo com mais ou menos 600 linhas escuras. Em homenagem a Frau-
nhofer essas linhas foram denominadas de linhas de Fraunhofer.

Usando as linhas espectrais, podemos saber a composicao elementar das estrelas. Pois, cada

elemento quimico apresenta um Unico conjunto de linhas espectrais.
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Em 1885, o matematico suico Johann Jakob Balmer (01/05/1825 — 12/03/1898) examinou
quatro linhas do espectro visivel do atomo de hidrogénio. Os comprimentos de ondas examinados
foram: 410 nm (violeta), 434 nm (azul), 486 nm e 656 nm (vermelho). Balmer trabalhou esses

nameros e descobriu que eles se ajustavam em uma equacao simples:
2

ﬂ. = 364,50682 (m

), n = 3,4,5,6. (2.53)

O nUmero n é um namero inteiro positivo. A formula acima produz o comprimento de onda 656
nm quando n = 3 e 0 comprimento de onda 410 nm quando n = 6. Esses nimeros sdo conhecidos
como seérie de Balmer.
A série de Balmer encontra-se na regido do visivel. Posteriormente, encontraram na parte
ndo visivel do espectro do hidrogénio outras séries que obedecem a férmulas bastante similares a
férmula de Balmer. Por exemplo, a série de Lyman, que esté inteiramente na regido do ultravioleta
e as linhas espectrais da série de Paschen gue se encontra no infravermelho.
A generalizacdo das férmulas espectrais do hidrogénio foi feita por Johannes Rydberg em
1888, ou seja,
1 1 1
7= (zm2) (259
Em homenagem a Johannes Rydberg, a constante R passou a ser chamada de constante de Rydberg
(R = 1,09677 x 10’m™1). Para k = 1 temos a série de Lyman, para k = 2 temos a série de Bal-

mer, k = 3 asérie de Paschen etc. A formula acima pode ser estendida para atomos hidrogenoides:
1 1 1
2 _Rrz (_ _ n_), (2.55)

onde Z representa 0 numero atdbmico do atomo hidrogenoide.

Table 2.1 Séries espectrais experimentais do atomo de hidrogénio.
Séries k A(nm)
122
103
97.3
95.0
93.8
91.2
656.3
486.1

Lyman (Theodore Lyman) 1 Regido do ultravioleta.

A w8 oo~ wNS

Balmer (Johann Balmer) 2 Regido do visivel
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434.0
410.2
397.0
365
1875
1282
1094
1005
955 Regido do infravermelho
923
902
887
820
4050
2624
2165
1944
1817
1458
7460
4650
3740
3300
3040
2280
12400
7500
5910
5130
4670
3280

Paschen (Friedrich Paschen) 3

I

Brackett (Frederick Sumner Brackett)

Pfund (August Herman Pfund) 5

(ep]

Humphreys (Curtis J. Humphreys)

SEBowoNg BBowovwo§ oo EEo0womvNo o ~] Vo U

2.7 Modelo atbmico de Rutherford

Em 1909, surge o modelo atdmico do fisico nuclear neozelandés Ernest Rutherford
(30/08/1871 — 19/10/1937). O modelo de Rutherford, baseado em seu famoso experimento do
espalhamento das particulas alfas (ntcleo de hélio, He*2) por uma placa de ouro muito delgada
(~10~* mm), apresentava inconsisténcia com a teoria do eletromagnetismo classico. O modelo de
Rutherford era semelhante ao modelo do sistema solar. Neste modelo, o atomo era formado por
um ndcleo central muito pequeno, denso e com carga positiva, o qual era rodeado por elétrons
circulante com cargas negativas. No modelo de Rutherford, o nudcleo tinha um diametro de cerca

de 10.000 vezes menor do que o atomo.
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Este modelo explicava muito bem os resultados experimentais relativo ao espalhamento de
particulas @. O problema desse modelo é que cargas elétricas em movimento acelerado emitem
radiacdo eletromagnética. Portanto, os elétrons estariam emitindo energia constantemente e entra-
riam em uma 6rbita espiralada que acabariam por colidir com o nlcleo. Nestas condi¢es, nenhum
atomo seria estavel. Mas, ndo € isso que observamos na natureza. A maioria dos is6topos atdbmicos
s80 muito estaveis.

O problema do modelo de Rutherford para o atomo de hidrogénio foi resolvido em 1913
pelo fisico dinamarqués Niels Bohr, o qual propés uma teoria que explicava muito bem a série
espectral do hidrogénio e a estrutura periodica dos elementos quimicos. Devido a importancia teé-
rica desse modelo para o desenvolvimento da quantica, vamos descrevé-lo em detalhes no proximo

paragrafo.

2.8 Modelo atdmico de Niels Bohr

O modelo do fisico dinamarqués Niels Henrick David Bohr (Copenhague, 7/10/1885 —
Copenhague, 18/11/1962) para o atomo de hidrogénio consiste em um sistema formado por um
nacleo central com uma carga positiva e um elétron de carga negativa girando em uma 6rbita
circular ao redor do nucleo com velocidade v (Figura 2.2).

Classicamente, como o elétron esté acelerado, o sistema deve irradiar energia, 0 que torna-
ria o sistema instavel. Contudo, sabemos que ndo ha colapso da matéria. Os &tomos existem e sao,
na sua maioria, estaveis. O resultado do experimento de Rutherford mostra, claramente, que os
nucleos sdo muito pequenos e positivos. A teoria eletromagnética afirma que ndo existe equilibrio
estatico entre cargas elétricas. Portanto, os elétrons ndo deveriam estar girando ao redor do nucleo.
Para resolver esse impasse, Niels Bhor postulou, em 1913, que

— somente algumas Orbitas sdo permitidas ao elétron. O sistema é estavel nestas orbitas;

— quando um elétron salta de uma Grbita para outra ele absorve ou emite energia, sendo a frequéncia
da radiacdo emitida dada por AE = hv. Quando o elétron vai de uma Orbita interna para uma
Orbita externa ele absorve energia, em sentido contrario emite energia;

— 0 momento angular do elétron é um mdltiplo inteiro de &, ou seja, L = nh.
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velocidade

Figura 2.2. Modelo de Bhor para o atomo de Hidrogénio.

Com estes postulados, Niels Bohr explica a estabilidade do atomo de Rutherford e as linhas
espectrais do atomo de hidrogénio. De acordo com a proposta de bohr, as forcas que atuam no
elétron séo a forca de atracdo eletrostatica entre o elétron e o nucleo (forca de Coulomb) e a forga
centrifuga. A forca de Coulomb é dada por

1 e?

F, =— —7r
el ey T2’

onde # € um vetor unitario que da a direcdo da forca F,;; e representa a carga do elétron
(1,601177 x 1071° C) e &, = 8,854187816 x 10712 C2N~'m™2 representa a permissividade
elétrica do vacuo. Por uma questéo de simetria, a carga do elétron e do ndcleo do hidrogénio tém
0 mesmo modulo, porém sinais opostos. Como o atomo é estavel, entdo a soma das forcas de

atracdo elétron-nucleo e centrifuga devem ser iguais, ou seja,

Fei+ Feene = 0,
1 e_2 mev? 0
41ey 12 r
) 1 e?
myve = P, - (2.56)
Usando o terceiro postulado de Bohr, isto €, L = m,vr = nh, em (2.56), temos que
nh- . 1 e?
T 4ty T
1 e?
e (2.57)

Em (2.57), estamos trabalhando apenas com o médulo da velocidade. Observe que a velocidade

do elétron em (2.57) ndo depende da massa do elétron e nem do raio da orbita. Além disso, a
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velocidade do elétron é inversamente proporcional a n, com n = 1,2,3, ---. Portanto, a velocidade
do elétron s6 pode assumir certos valores, ou seja, a velocidade é quantizada. Isto ocorre porque
Bohr postulou que o momento angular L do elétron é quantizado.

O raio de Bohr pode ser determinado usando a velocidade (2.57) no terceiro postulado de

Bohr (m,vr = nh), ou seja,

1 e "
e 4‘7'[80 Tl_hr -
4Ategn®h?
= 2.58
= (2.58)
Paran = 1 temos que
47T€0h2
r = meez = ao (259)

que corresponde ao raio da primeira orbita de Bohr. Este € o menor raio possivel para o &tomo de
hidrogénio. Portanto, ndo existe possibilidade do colapso do &tomo de hidrogénio. Todas as outras
possiveis orbitas para o atomo de hidrogénio sao multiplas de a,, ou seja,
r =n’a, (2.60)

Portanto, podemos dizer que a, = 0,529A = 5,291772 x 10~ m é a regra de quantizacio da
Orbita do hidrogénio. Na escala atdmica, a quantidade a, € usada como unidade de medida de
comprimento. Portanto, 1 Bohr corresponde aproximadamente a 0,529 A.

A energia total do atomo de hidrogénio € calculada, classicamente, somando a energia ci-
nética (E,;,) mais a energia potencial (E,,.) do elétron, ou seja,

Etot = Ecin + Epot-
Substituindo, nesta formula, as energias cinética e potencial do elétron, e usando (2.56), obtemos
1 e? 1 1e*1 e 1 1e*1

E, ,=— 2 _ = = 2.61
tot =5 MeV Amegr  24meyr  AmEyT 24mey T (2.61)

Observe que (2.61) mostra que a energia E;,; do elétron é inversamente proporcional a distancia

do elétron ao nacleo. Usando (2.59) em (2.61), obtemos uma férmula para o calculo da energia em

funcéo de n:
g 1 e? 1 1 e? 1 1 e? 1 1 e?2 1
T 24megr 24mey dmegh’n? 2 4meg dmeyh’ 2 © 24megann?
m,e? m,e?

N —— —’
ag
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1 e? 1

S —|-
24megagn

E, = (2.62)

Observe que a energia total € funcdo de n apenas, onde n = 1,2,3,-:-. Paran = 1, obtemos a ener-
gia de ionizacdo do a&tomo de hidrogénio, ou seja,
e e

1 2 1 2
Eionisacio = AE = Ey —E; = 0 — == =2 :
ronizagao 1 < 2 47reoa0> 24meya,

A energia de ionizagdo € positiva, pois € uma energia que deve ser fornecida ao sistema para retirar
o elétron do estado fundamental. No sistema de unidade atémica, a unidade de energia é definida

como sendo duas vezes a energia de ionizacdo do atomo de hidrogénio:

1 e? e?
Eh=2><—

= 1
24meqa,  4Amegag

a qual é chamada de Hartree e equivale a 4,359744 x 10718,

O modelo atbmico de Niels Bohr ndo sé explica as linhas espectrais do &tomo de hidrogénio
como também deduz teoricamente a formula empirica de Rydberg (2.55). De fato, de acordo com
0 segundo postulado de Bohr, quando o elétron salta de um nivel k de menor energia para um nivel
n de maior energia, a variacdo na energia do elétron é

AE—EE—leZl 1 e? 1
nk TR BT Amegag n? 24meyay k2

1 e? (1 1)
© 24mega, \k2  n2)

Ainda de acordo com o segundo postulado de Bohr, a variacéo de energia é AE,,, = hv = hc/A.

(2.63)

Usando este resultado em (2.63), obtemos a formula de Rydberg:

he 1 e? (1 1)

A 24meyay \k? n?
1 1 1 1 e?
ZoR (___), de Ry = —— % . 2.64
A H\k2 n2 ondae Ku 2 4meq anhc (264)

O valor da constante de Rydberg R encontrado usando (2.64) concorda muito bem com os valores
experimentais.

A partir dos trabalhos de Bohr, a natureza corpuscular da luz ndo dava mais para ser igno-
rada. A conexdo entre matéria e radiacdo estava finalmente sendo aceita. Na década seguinte a
descoberta de Bohr, o que é agora denominado teoria quantica classica ou “antiga teoria quantica”

floresceu. As interpretacGes sistematicas dos dados catalogados dos espectros progrediram. O
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modelo atdbmico de Bohr-Sommerfeld, utilizando-se de orbitas circulares e elipticas foi introdu-
zido, mostrando-se muito Gtil. A partir do estudo dos espectros, Bohr construiu uma tabela perio-
dica teorica que concordava com a dos quimicos. Um detalhe era diferente; de acordo com Bohr,
o0 elemento 72, que 0s quimicos situavam entre as terras raras, ndo era uma terra rara, e sim um
membro da quarta familia com titanio e zircénio. Mais tarde, estudo das linhas espectrais mostrou

que o zirconio era uma mistura de zirconio e o elemento 72, o qual recebeu 0 nome de Hafnio (Hf).
2.9 A hipotese de Broglie

Muitas vezes, os fisicos ja ficam satisfeitos quando suas formulas funcionam, mesmo que
elas ndo facam muito sentido. Do ponto de vista classico os postulados de Bohr nao fazem sentido,
pois, postula que 0 momento angular do elétron seja quantizado. Mas, por qué € quantizado? Além
disso, somente algumas orbitas sdo permitidas e ha emisséo ou absorcao de energia quando o elé-
tron muda de orbita. Mas, por qué?

O modelo de Bohr realmente explica os resultados experimentais para 0s atomos hidroge-
noides. Mas, por que o atomo de hidrogénio se comporta dessa maneira?

Em 1923, cerca de 10 anos ap6s Bohr ter publicado seus resultados, o fisico francés Louis
Victor Pierre Raymond, 72 duque de Broglie (Dieppe, 15/08/1892 — Louveciennes, 19/03/1987)
cogitou a ideia de que particulas poderiam ter associado a elas propriedades ondulatorias. Para
melhor entender os argumentos usados por de Broglie na sua hipotese, defendida em sua tese de
doutorado, é necessario ter conhecimento da teoria da relatividade e da teoria do eletromagnetismo
de Maxwell. No entanto, podemos justificar a formula de Broglie do seguinte modo. De acordo
com a teoria da relatividade de Einstein, temos que

E? = (pc)? + (mc?)?, (2.65)
onde E representa a energia; m representa a massa de repouso da particula; c representa a veloci-
dade da luz e p o médulo do momento da particula. Em 1905, Einstein postulou que a luz é formada
de particulas, chamadas de fotons, cuja energia é dada por

h
P 7c (2.66)

O foton ndo tem massa de repouso. Logo, (2.65) se reduz, no caso do foton, a



47

E = pc. (2.67)

Igualando as equacdes (2.67) e (2.66), obtemos

h
P=7

(2.68)
E certo que (2.68) vale para ondas eletromagnéticas. No entanto, Louis de Broglie levanta a hipo-
tese de que (2.68) vale, ndo somente para a luz, mas também para particulas materiais. Isto €, de
Broglie postula que existe uma onda associada a particula. Se a teoria de Broglie estiver correta,
entdo podemos justificar as suposi¢des arbitrarias no modelo atbmico de Niels Bohr. Um elétron
com massa m e velocidade v deveria ter um comprimento de onda igual a

h h
A=e=—"-

p mv
Agora, como o elétron possui uma onda associada e estd em movimento circular ao redor do nu-
cleo, entdo o comprimento da orbita deve ser um multiplo do comprimento de onda A. Do contrario
resultaria em uma interferéncia destrutiva da onda do elétron com ela mesma e a 6rbita ndo seria
estavel. Matematicamente, devemos ter

20, = ni, (2.69)

onde 7;, é o raio da Orbita e n € um numero inteiro positivo. Usando o valor de A dado pela Equacao

de Broglie em (2.69), teremos:

h
2nr, = nﬁ
nh
mvy,m = % ' (270)

Sabemos que 0 momento angular L para uma Orbita circular n é dado por L = mv,1,. Entdo, se
assumirmos que o elétron se comporta como uma onda com A dado pela férmula de Broglie,

obteremos automaticamente a restricdo sobre 0 momento angular imposta por Bohr, ou seja,

_nh_ h
—zﬂ—n.

O modelo de Broglie realmente é bastante interessante, mas trata-se de um postulado. E

necessario a verificacdo experimental. Em 1927, Clinton J. Davisson e Lester H. Germer da Bell

Telephone Laboratory, mostraram que um feixe de elétrons poderia ser espalhado pela superficie
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de um cristal de niquel com angulos de espalhamento preditos pela férmula de Bragg (2dsenf =
nA) para a difracdo de raio-x e com comprimento de onda dado pela formula de Broglie.

Ainda, no mesmo ano de 1927, G. P. Thomson, filho de J. J. Thomson publicou seu expe-
rimento em que um feixe de elétrons foi difratado por uma fina folha de ouro. Os experimentos de
Davisson & Germer e Thomson sdo provas experimentais convincentes de que as ondas postuladas
por Broglie eram reais. Em 1937, estes pesquisadores receberam o prémio Nobel pela verificagdo
experimental da teoria de Broglie.

A teoria de Broglie mostra que as particulas ttm uma natureza dual, ou seja, certos feno-
menos podem ser explicados supondo que as particulas apresentam comportamento ondulatério.
O comprimento de onda A (Equacdo (2.68)) é chamado de comprimento de onda de Broglie. O
carater quantico da particula se torna relevante quando o comprimento de onda A se torna maior
do que as dimens@es do sistema estudado. Por exemplo, para um sistema em equilibrio térmico,

com trés graus de liberdade, a energia média é dada por

3
E) = —kT.
(E) =3
O comprimento de onda de Broglie pode ser calculado como
2
3
P _Clkr=a=
2m 2 3mKT

onde K representa a constante de Boltzmann. Vemos que o comprimento de onda aumenta com a
diminuicdo da massa e da temperatura, ou seja, o efeito quantico seréa significativo se a massa for
pequena e a temperatura baixa. Por exemplo, em um sélido em que as dimensdes da rede sejam da
ordem de 3,0 x 1071% m, o efeito quéantico dos elétrons neste sistema vai se manifestar se 1 >

3,0 X 1071 m. Para que A > 3,0 x 1071% m, a temperatura T deve ser

h K2
A= >30x10"10m =T <
AmKT m 3mk(3,0 X 10-10)2

B (6,626 x 10734]s)?
T 3x9,1x10731Kg x 1,38 x 1023m2Kgs~1K~1 x (3,0 X 10~1°m)?

=~ 1,29 x 105K

Para que os efeitos quanticos sejam importantes na descri¢do de um elétron em um sélido, a tem-
peratura deve ser inferior a 1,29 x 10°K. Portanto, o elétron sempre vai exibir comportamento

quéntico.
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Para um préton em um cristal de dimensdes 3,0 X 1071°m, cuja massa é de
1,6726219 x 10727 kg, o comportamento quantico se torna significativo se a temperatura for,
aproximadamente, inferior a 70 K. Ja para o is6topo 12 do atomo do C, confinado em um cristal
de dimensdes 3,0 x 1071% m, a temperatura do sistema deve ser inferior a 6 K.

h2
<
3m:K (3,0 x 10-10)2
A hipotese de Broglie foi muito importante no desenvolvimento da mecénica quéantica por

T =z 6K

Heisenberg e Schrodinger. Todas as nossas ideias modernas sobre estrutura atbmica e molecular
baseiam-se na mecanica quantica. Os conceitos de onda e particula agora estdo ligados. Podemos
dizer, com precisao, em que circunstancia é mais Util tratar o elétron como uma particula cléassica
ou o féton como uma onda classica. Ndo ha como classificar um objeto fisico como sendo particula
ou onda. As ideias de particula e onda sdo aplicaveis ao mesmo objeto fisico. Em 1927, Werner
Heisenberg e Erwin Schrddinger formularam independentemente a lei que governa o movimento
das particulas. A discussdo neste texto estara restrita a formulacdo de Schrodinger por permitir
uma visualizacdo do atomo. A formulacdo de Heisenberg € bastante abstrata e ndo permite visua-
lizar o atomo, além de apresentar uma matematica bastante complicada. Para Heisenberg, o &tomo

é em si incognoscivel.
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3 EQUACAO DE SCHOEDIGER

3.1 Velocidade de um pacote de onda

No capitulo 2, lidamos com a hipétese de Broglie, ou seja, que as particulas apresentam
um caréter ondulatério. Uma onda harménica plana certamente ndo pode representar uma parti-
cula, pois ela se espalha por todo o espaco. Precisamos de uma onda que seja limitada no espaco.
Uma maneira de se fazer isso é pela superposicdo de ondas planas com vetores de ondas k proxi-
mos. Esta superposicao é chamada de pacote de onda e possui uma extensdo espacial limitada com
um maximo em x(t) (ver Figura 3.1). A integral de Fourier pode ser usada para representar uma
funcéo, mesma que ela ndo seja periddica. Um pacote de onda, resultado da superposicao de ondas
planas, pode ser representado por uma funcdo, digamos ¥ (r,t). Nao conhecemos a expressao
matematica da funcdo y (1, t), mas sabemos que podemos expressa-la usando a integral de Fourier

em trés dimensdes, ou seja,
+00
w0 = | fugeitkren gk, (3.1)
onde f (k) é a transformada de Fourier da funcdo 1 (r, t), a qual pode ser escrita como
N 1 (*® .
fa0 =5 [ wirne®rerar. @2)

Para facilitar nossa discussao, sem perca de generalidade, vamos supor que o pacote de onda se

propaga na direcdo do eixo-x. Neste caso, podemos omitir a notacdo vetorial da Equacéo (3.1):

P(x,t) = f +mf(k)ei<'<'x-wf> dk. (3.3)
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i)

Figura 3.1. Representacdo esquematica de um pacote de onda unidimensional com maximo em
x(t) (Equacdo (3.3)). O pacote é formado pela superposi¢do de uma imensa
quantidade de ondas planas com vetores niUmero de onda k muito préximos.

Supondo que a particula possa ser descrita por um pacote de onda (Figura 3.1), ndo pode-
mos determinar com precisao a posicao da particula. Porém, é razoavel supor que a particula esteja
confinada dentro deste pacote de onda, havendo uma incerteza quanto a sua localizacdo que é
determinada pela extenséo do pacote. Se for verdade que a particula esta no pacote de onda, entao
é razoavel supor que a velocidade da particula deve ser igual a velocidade do pacote. Na Figura
3.1, a velocidade do pacote na direcdo do eixo-x é dada por

B dx(t)
Yo T T
onde v,, representa a velocidade do pacote de onda. No ponto x(t), o pacote tem um maximo. No

(3.4)

ponto de maximo, a derivada de ¥ (x, t) é nula, isto &,

0 t),t too .
% - f f(k)ike!kx=wd gk = 0, (3.5)
Derivando a Equacéo (3.5) em relagdo a t, temos
02 (x(t),t) too dx ;
— i i (k'x—wt) —
3t0x f_w f(k)ik (lk T la)) e dk =0,
too dx .
f fk)i*k (kE — a)) eilkx-wt) gi = 0, (3.6)

A frequéncia angular w = kv, em (3.6), € funcdo do vetor de onda k, isto €, w = w(k). Os
vetores de onda k’s distribuem-se em torno de certo valor central k, e apresentam valores proxi-
mos entre si. Nestas condic¢Ges, podemos expandir w = w(k) em torno de k, usando a série de

Taylor:
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d 1 d?w(k,
() = i) + 20D (1 ey 4 2 LOED (e
w(k) ~ w (ko) + ( o) (1~ k). 3.7)

Substituindo (3.7) em (3.6), temos:
da)(ko)

f +oof (k)i*k (k% —w(ky) — (k—k )) ikx-wt) gk = 0,

f_ :o foi {kz % —k (w(ko) + dwd(ll: o) — k@)}e“"'x“"f) dk =0,
f_+oof(k)i2 [kz % — kw(ky) — k? % + kk, % pilex-wt) g = o
[ e o (252200 o) 1y 24 ren =0
(j}; dw(ko)> f PO i2 ke -0 gk — | <w(ko) g, Lotk o)) f ()ikeilex-a0) g

= 0.
A segunda integral da Equacdo anterior é nula, pois representa a derivada de ¥ (x, t) em

relacdo a x no ponto x(t) (ver Equacdo (3.5)). Logo, devemos ter:

dx dw(k

(E ( O))f f(k)lzkz i(kx— wt)dk = 0. (3.8)
A integral (3.8) é diferente de zero, pois é a derivada segunda de ¥ (x, t) em relacdo a x no ponto
x(t) e representa, portanto, a concavidade de y(x, t) no ponto x(t). Consequentemente, para que

(3.8) seja verdadeira, devemos ter

dx dw(ko)_
dt dk
ou seja,
dx dw(ko)
3.9
Yo T qr T T dk (

A Equagcdo (3.9) descreve a velocidade do ponto de maximo do pacote de onda. Se o pacote
mantém sua forma durante a propagacéo, entdo podemos generalizar (3.9) usando k no lugar de
ko:
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B dw(k)
Vp = dk .
A Equacéo (3.10) mostra que a velocidade de propagacdo do pacote ou grupo de onda é igual a

(3.10)

derivada da frequéncia angular w em relacéo ao vetor de onda.
Usando a hipotese de Broglie, podemos relacionar a energia E e a frequéncia angular w,
isto e,
E=hv=he—e=h (3.11)
=hv = o w. .
Ainda usando a hipotese de Broglie, podemos relacionar o momento p da particula com o vetor de

onda k, ou seja,

h k
P=7 h 2 hie (312)
Além disso, derivando E.;;,, = p%/2m em relagdo ao momento p, vemos que
dEcin — E
dp m

Em adicdo, a velocidade da particula pode ser calculada usando a definicdo do momento, ou seja,
P = MVparticuiq- Usando estas relagdes, podemos mostrar facilmente que a velocidade da parti-
cula é igual a velocidade do pacote de onda:

p _dEu, d(hw) do (3.13)
dp _ d(hk) _ dk _ ' pacote:

A Equacdo (3.13) mostra que uma particula livre se move com a mesma velocidade de um

Vparticula

pacote de ondas harménicas. Um fato interessante a ser notado na Equacéo (3.12) € que, para se
ter precisdo completa no momento, deve-se usar uma Unica onda harmdnica, a qual ocupara todo
0 espaco, de tal forma que a posicédo da particula fica totalmente indeterminada. Se quisermos a
posicdo da particula completamente determinada, o pacote de onda deve ter dimensdes infinita-
mente pequenas. Isto significa que devemos variar k de —oo a +co0. Nesse caso, 0 momento seria
completamente indeterminado. Essa analise aponta para uma relagdo inversa entre a posi¢do e o
momento da particula, ou seja, se aumentarmos a precisao da posi¢édo da particula, diminuimos a

precisdo do momento da particula e vice-versa (principio da incerteza de Heisenberg).

3.2 Argumentos para chegar a equacdo de Schrddinger
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Nosso problema aqui € como encontrar uma equacao diferencial que descreva os estados
de uma particula considerando o fato de que esta particula apresenta um comportamento ondula-
torio (principio de Broglie). Mais adiante, postularemos que a fun¢do de onda de um sistema quéan-
tico define completamente seu estado dindmico. Portanto, o problema central da teoria € 0 seguinte:
conhecendo a funcdo de onda ¥ (7, t) de uma particula em um instante t,,, todos os instantes futuros
poderdo ser descritos pela funcéo v (r, t). Para que isto seja factivel, temos que conhecer a equacao
de propagacéo da funcdo de onda ¥ (r, t). Contudo, devemos ter em mente que tal equacdo nédo
pode ser obtida a partir de algum processo dedutivo. Como geralmente acontece com as equacoes
da fisica matematica, ela deve ser postulada e sua justificativa devera ser fundamentada em resul-
tados experimentais. No entanto, a obtengdo desta equacdo € restrita a algumas condi¢es: a equa-
cao diferencial procurada deve ser linear em (r, t). Isto é, se ¥, (1, t) e P, (1, t) forem solucbes
da procurada equacdo, entdo a combinacdo linear ¢,y (7, t) + c,, (1, t) também devera ser so-
lucdo. Desta maneira fica assegurado o fendbmeno da superposicao, bastante caracteristica das on-
das em geral.

Agora, usando a lei de movimento de Newton, observamos que

Fe B d(mv) _av
B TILT:
Integrando esta equacdo, obtemos
Ft
v=—+c.
m

Por simplicidade, usaremos apenas 0 médulo das grandezas vetoriais. Fazendo t = 0, vemos que

¢ = v,. Consequentemente, teremos
v(t) =vy + Et.
m
Integrando novamente esta equacao obtemos
x(t) = it2 + Vot + 4.
2m
Novamente, fazendo t = 0 vemos que x, = c;, OU Seja,
F
X =Xy + Vot + %tz.

Portanto, para determinarmos a posi¢do de uma particula em um instante t futuro, precisa-

mos do valor de duas constantes: v, e x,, que representam a velocidade e posicao iniciais. Além,
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é claro, da forca F sobre a particula. Nesse sentido, dizemos que o estado de uma particula fica
completamente definido por estes trés parametros: v, x, € F. Todos os estados futuros da particula
ficam completamente determinados. Portanto, a mecanica newtoniana é uma mecanica determi-
nistica.

Por analogia com a mecanica classica, a equacao diferencial procurada deve ser de pri-
meira ordem em relacdo ao tempo, pois especificando ¥ (r,t) para um dado instante inicial, toda
evolucdo futura fica definida de modo Unico por ¥ (r,t). As previsbes da teoria quantica devem
coincidir com as previsdes da mecanica classica no dominio em que a mecénica classica € valida,
isto é, a equacdo deve seguir as mesmas leis para 0 movimento do pacote de onda de acordo com
a teoria de Broglie no limite onde a aproximacdo da Optica geométrica é valida. Isto sugere que a
equacdo apresenta uma analogia formal com alguma equacdo da mecanica classica (principio da
correspondéncia). Com estas consideragdes em mente, obteremos a equacdo de Schrédinger de
modo bastante natural.

3.3 Aequacao de onda para uma particula livre

A teoria das ondas de matéria de Louis de Broglie nos leva naturalmente a obtencéo da
equacao de onda ndo relativistica para uma particula livre. Como ja discutido anteriormente, uma
Unica onda plana ndo pode representar uma particula, pois esta estd completamente deslocalizada
no espago. Como visto, a solucdo é considerar a superposicdo de uma infinidade de ondas, com
vetores de onda k bastante proximos. Desta maneira construimos um pacote de onda que possui
limitacOes no espaco e, portanto, pode ser usado para representar a particula. O pacote de onda
pode ser representado pela integral de Fourier, como mostra a Equacdo (3.1). A energia e 0 mo-
mento do pacote de onda podem ser incorporados explicitamente na Equacado (3.1) usando a rela-

cao de Planck e de Broglie, isto é,

h k
p=z=h§=hk,
w
E =hv = EE::hw'
e

1
V2rh

+oo +o0
Y(r,t) = f f(k)eitkr—o) g = f F(p)el®@T=EO/h gy
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onde £ (p) é transformada de Fourier de ¥ (r, t), que pode ser formalmente escrita como
1
V2mh

O que estamos procurando é a equacao diferencial cuja solucéo seja a funcao

fp) = f oozp (r, t)e {@T=Et)/h gy

1 to )
W == f F@)ei®T-EO/M g, (3.14)

Como ja citado anteriormente, sé podemos ter uma derivada em relacéo ao tempo, mas ndo
ha limitacdo quanto ao numero de derivadas em relacdo a . Na obtencdo da Equacao de Schrodin-
ger para a particula livre, usaremos um procedimento similar ao empregado na obtencdo da Equa-
cao da onda, ou seja, vamos derivar parcialmente a Equacéo (3.14) uma vez em relacdo a t, duas

vezes em relagdo a r:

oY(r,t) 1 j‘+°° R .

ih = E el@r-EO/h 4y 3.15
ot >h ) f(p) p (3.15)

- = _1 : ( )/h
AV, p(r,t) = f pf (p)e!®T—ED/ gy 3.16
A(r,t) 57 ). f(p) (3.16)

— = _1 ' 2 ( )/
A VEY(r,t h J f(p)e!@T-EL/h gp, 3.17
(r,t) > p°f(p) (3.17)

Usando a relagdo E = p?/2m em (3.17), obtemos:

h? 1 +oo ( Y
——V&(r,t) = / H_J Ef(p)el®@r—EO/h gy 3.18
> Vap(r,t) > f(p) p (3.18)

Observamos que os lados da direita das Equacgdes (3.15) e (3.18) sdo iguais e, consequentemente,

podemos iguala-los para obter a Equacgédo de Schrddinger para a particula livre:

W5 (3.19)
at

Da maneira como (3.19) foi obtida satisfaz o principio da correspondéncia, pois, formal-

hz
— 2 =1
5 Vay(r,t) = ih

mente, fizemos uma analogia com a mecénica classica, isto €, a Equacéo (3.19) é a transformacéo
para a mecanica quantica da equacdo classica E = p?/2m. A energia e 0 momento s&o traduzi-
dos para a linguagem da mecénica quantica pelos operadores diferenciais atuando sobre a funcéo

de onda ¥ (r, t) de acordo com as regras de correspondéncias, isto €,

d
E- iha e p— —ihv,. (3.20)

Os operadores listados em (3.20) foram obtidos usando (3.14) em (3.15) e (3.16), ou seja,
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Ja 1 *eo . 1 too .
ih— J. )el(p-r—Et)/fld — f E ( )el(p-r—Et)/hd )
0t\2rnhJ)_o /@ P V2mhJ_o S P
V2rnh) . Ot V2rh J_o
ih g E
_(_ .
ST ’
L (" o pior—ED/ L (" s\ oipr—Et/n
—ihV _J. ( )el pr—Et dp = f )el pr—Et d ,
NG _Oof p P=re] p/(p p
1 " F i(pr—Et)/h 1 s i(pr—Et)/h
—ihV e!\Wpr=EU/h g =—f etPT-EU/R gy
= -, f@) p=r—=| @ p
—ihV,< P. (3.21)
Usando (3.17) em um procedimento similar, obtemos o operador do momento ao quadrado p?:
—hV} /—1 f T f@ewr-ron dp=—f1 f TP et ap,
2nhJ_w 2mhJ_w
L (pr—EO)/h 1 (™, (pr—EO/h
—h2y2f el Tr=Et)/h 41y — f £ ellpr—E0)/h g4 )

—h?Vie p2. (3.22)
A Equacdo (3.19) foi obtida usando a Equagdo E = p?/2m, a qual ndo leva em conside-
racao os efeitos relativisticos, ou seja, ndo considera a teoria da relatividade. Contudo, a teoria de
De Broglie ndo sofre desta limitacdo. Para obter uma equac&o relativistica para a particula livre,
repetimos os argumentos anteriores substituindo a Equacdo E = p?/2m pela Equagéo da energia
cinética relativistica E = /p?c? — mZc*, a qual pode ser escrita como
E? = p%c? —mjc™. (3.23)
Derivando a Equacgéo (3.15) mais uma vez em relagédo ao tempo, obtemos:
,0%@t) 1

400
—h— = Nz f_ ) E*f (p)e'®TED/A gp, (3.24)

Multiplicando (3.17) por c? e usando (3.23), teremos

— V(1) = 22 f(p)e! PO/ dp,

1 too
V 27Th -j‘_oo p

1
\V2mh

+00
RV = — | (B~ mie @)@ dp,



58

+00
Ezf'(p)ei(p-r—Et)/hdp _

1 . .
2 4f(p)el(p-r—Et)/h dp.
V 2mh f_oo

~h2c2V2p(r, t) =

—h2c2V2y(r, t)

Ezf(p)ei(p-r—Et)/hdp

1
VRl (3.25)

+ o0
_ m(2)C4 f f‘(p)ei(p-r—Et)/h dp.

1
V2rmhJ_
Usando (3.14) e (3.24) em (3.25), temos:

B2 0%y(r,t)
dat2

Na obtencdo da equacdo de Schrddinger relativistica (3.26), fizemos uma correspondéncia

—h2c2V2Y(r,t) = — —mact(r,t),

direta entre (3.23) e (3.26) de modo similar ao realizado entre a Equagdo E = p?/2m e a Equagdo
(3.19). Como (3.26) contém uma derivada segunda em relacdo ao tempo, entdo ela ndo pode ser
adotada como equacdo de onda sem uma reinterpretacao fisica do significado da funcéo ¥ (r,t).

Usando o operador d’Alembertiano definido por

podemos reescrever (3.26) como segue:

[D+ ]¢(rt)—o

3.4 Particula sob a acdo de um potencial escalar

Anteriormente, obtivemos a Equacéo de Schrddinger para o caso de uma particula de massa
m com velocidade v se movendo livremente, ou seja, sem a agdo de nenhuma forga externa. Nesta
seccdo, vamos obter a Equacéo de Schrddinger para o caso em que a particula esta sujeita a acdo

de um potencial escalar V(r) independente do tempo, isto é, o sistema é conservativo ou
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continuamente simétrico com relagdo a translacao temporal. Contudo, esta restricdo nao é abso-
lutamente necessaria para 0s argumentos que estamos desenvolvendo. Vamos usar novamente a
ideia de que uma particula pode ser representada por pacote de ondas. Este pacote é descrito ma-
tematicamente pela Equacdo (3.14). Vimos evidéncias muito fortes de que o pacote seja, na ver-
dade, a particula ou pelo menos que a particula esteja na regido do pacote de onda, pois, como
mostrado, as velocidades da particula e do pacote de onda séo iguais.

Considerando que o potencial € independente do tempo, e de acordo com a mecénica clés-

sico, a energia da particula é dada por
2

E = L +V(r),
2m
ou
p?
E——-V(@) =0. (3.27)
2m

onde E é a energia total do sistema, a qual é constante; p e r sdo fun¢Ges muito bem definidas do

tempo. As quantidades cléssicas E e p? correspondem, na mecanica quantica, aos operadores
0
h— e — h2VZ,
l ot e r
respectivamente. Portanto, substituindo as quantidades classicas de (3.27) pelos respectivos ope-

radores, obtemos

h2v?
L 3.28
ih— 5% + 7 V(r). (3.28)

Vemos que o lado esquerdo de (3.28) contém somente operadores, entdo V(7), que esta do lado

direito, deve corresponder, também, a um operador, o qual denotaremos por V(r). Agora, usando

V(r) em (3.28) no lugar de V() e multiplicando (3.28) pela funcéo de onda, obtemos

2
—zh—V,z.z,[)(r O + 0@ o) = in 2T "’(r 2 (3.29)

Em (3.29), assumimos que o operador ¥ (r) é independente do tempo. No caso em que V(r) de-
pender do tempo, como no caso da interacdo da matéria com radiagdes eletromagnéticas, vamos
postular que existe um operador da forma V (r, t), e postularemos que a Equag&o que descreve a

dindmica de uma particula sob a acdo de um potencial escalar serd dada por

h? - _ 0,0
—%Vflp(r, )+ V(r,OyYh,t) = lhT' (3.30)
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E claro que, como geralmente acontece com as equacdes da fisica matematica, a validade
das Equacéo (3.30) e dada pelas concordancias das predices feitas por (3.30) com os respectivos
valores experimentais medidos. A Equacdo (3.30) contém uma derivada primeira em relacdo ao
tempo, o que nos permite calcular os estados futuros do sistema, desde que conhegamos o estado
no tempo presente t,.

A quantidade

2

h .
—%V,Z- +V(rt)

representa a soma dos operadores para a energia cinética e potencial. Por analogia com a mecanica
classica vamos denomina-lo de operador hamiltoniano # . Por convencdo, denotamos os opera-

dores com um chapéu sobre o eles, ou seja,

_ h? .
H = —%V,Z- + V(r,t).

3.5 Derivacéao rapida da equacéo de Schrodinger

Podemos obter a Equacdo de Schrodinger de modo bastante intuitivo e rapido usando a

equacédo da energia E = E), + V e a funcdo de onda plana em notacdo complexa, ou seja,

2
E= 5—; +V(xt) e @(xt) = Ae'Pxx-ED/h (3.31)

Vamos derivar a Equacdo de Schrédinger para uma particula unidimensional e energia potencial
escalar. A extensdo para o caso tridimensional pode ser feita de modo similar. Observe que na
equacdo da energia aparece pZ. Entdo, vamos derivar a funcio de onda ¢(x,t) duas vezes em

relacdo a x para obter p2, ou seja,

(3(,0;2((, 2 l%ﬂ(x, £);
92p(x,t) p2 920 (x, ) (3.32)
oz = 0 - —h = = pre(x,0)
Agora, multiplicando a Equacéo da energia (3.31) em ambos os lados pela funcéo de onda ¢ (x, t),
obtemos
Ep(x,t) = % +V(x, De(x,t) (3.33)

Usando (3.32) em (3.33), obtemos
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h? 9%2¢(x,t)
2m  dx?
que é a Equacao de Schrodinger independente do tempo. Para obtermos a Equacao de Schrodinger

Ep(x,t) = — +V(x, ex,t), (3.34)

dependente do tempo, devemos derivar a fungdo ¢ (x, t) em relagcdo ao tempo, ou seja,

dp(x,t) iE _dp(x,t)

T = —?q)(x, t) - lhT = E(p(x, t).

Substituindo este resultado em (3.34), obtemos a Equacdo de Schrédinger dependente do tempo:

dp(x,t)  h? 0%¢(x,t)
at  2m  Ox?

A derivacdo da Equacdo de Schrodinger em trés dimensfes segue 0 mesmo procedimento. Basta

ih +V(x,t)p(x,t). (3.35)
usar a fungdo de onda dada por
o(r,t) = Ae!@T-EO/M,

3.6 Regras para escrever a equacao de Schrodinger

Tendo em mente as operacdes de correspondéncia entre os operadores da mecanica quan-
tica e 0s observaveis da natureza, podemos formular um protocolo sistematico para construgéo da
Equacdo de Schrodinger aplicavel aos mais variados sistemas. O primeiro passo deste procedi-
mento consiste em escrever a energia classica do sistema de particulas em funcao do tempo, das
posicdes e dos respectivos momentos, isto é,

E=Hry,ry Ty, DuP2 PN b)),
onde r,,r,,, 1y representam as coordenadas das N particulas do sistema; p,, p,,~, Py OS res-
pectivos momentos conjugados e t o tempo. O segundo passo consiste em substituir as variaveis

dindmicas classicas pelos respectivos operadores quanticos, ou seja,

T

IdL E - ih— p - ihV;  p? > —h2V?

at’
onde o subindice j denota a particula j e varia de 1 até N, sendo N o nimero total de particula do
sistema. No terceiro e ultimo passo, multiplicamos a equacdo resultante em ambos os lados da
igualdade pela funcéo de estado W (rq, 75, ry; t) para obter a equagédo de Schrodinger do sistema
dindmico:

0¥(ry, 1y, Ty t) )

AWy, 7y Ty ©) = ih
(ry,ryry;t) =i ot
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A seqguir, ilustraremos este procedimento com alguns exemplos.
Exemplo 1. Como primeiro exemplo ilustrativo, vamos escrever a equacao de Schrodinger para o
atomo de hidrogénio. O atomo de hidrogénio é um sistema formado por um nucleo positivo e um
elétron. Classicamente, a energia E deste sistema é dada por

P? p? 1 e?

E=— —,
2M+2m dtey T

(3.36)

onde m, p, M e P representam, respectivamente, a massa € 0 momento do elétron; a massa e 0
momento do ndcleo; r é a distancia do elétron ao nucleo e ¢, a constante dielétrica do vacuo. O
primeiro e segundo termo do lado direito da Equacao (3.36) representam, respectivamente, as ener-
gias cinéticas nuclear e eletronica, o terceiro termo representa a energia potencial classica de inte-
racao do elétron com o nucleo do hidrogénio. No segundo passo, substituimos as quantidades clas-
sicas pelos respectivos operadores quanticos, ou seja,

0 h? h? 1 e?

T__" w 2 _ __. 3.37
hat ZMV" vae Ameg T (337)

Multiplicando ambos os lados de (3.37) por W(R, 1, t), teremos a equacdo de Schrodinger para o
atomo de hidrogénio:

" O¥Y(R,1,t) < h? h? 1 e?

in——m——=

Y2 ____yg2_ _
= ARt e T)‘P(R,r,t). (3.38)

Esta equacédo pode ser resolvida analiticamente, e faremos isto.

Exemplo 2. Considere um dtomo com carga nuclear Z e N elétrons. A Equacao cléassica da energia

para este sistema é

N
Pfey S LS
2M 1Zm dmey 13 47‘[80 rU
l: l_

Todos os simbolos usados aqui apresentam significado usual. Em seguida, substituimos as quan-

tidades classicas pelos respectivos operadores:

0 W, R, 1 ze?
g Y Y
at 2M 2m 4neo rl 471'80 Tij

i=1 i= ij>i

Aqui, M e m representam as massas do nucleo e dos elétrons, respectivamente. Finalmente, mul-

tiplicamos a Equacgéo acima pela fungéo de onda para obter a equacdo de Schrédinger:
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a\P(R; rlr Ty rN! t)
at

B h? 02 h? o2 1 Ze? ZZ WR, o,
\ 2m" 2m ¢ Amte, T 471801’1] N

i=1 i=1 i j>i

i

onde rq, -+, 1y representam as coordenadas dos N elétrons e R representa as coordenadas do nu-
cleo. A primeira parcela do segundo membro desta equacdo é o operador da energia cinética do
nucleo; a segunda representa o operador da energia cinética eletrdnica; a terceira representa o ope-
rador da energia potencial de interacdo nucleo-elétron e a quarta parcela é o operador da energia

potencial de interacdo elétron-elétron.

Exemplo 3. Seja uma molécula formada por N elétrons e M nucleos. A energia cléssica deste

sistema é dada por

N M
ZM 2m 47'[30 Tia 47'[50 ru 47‘[80 Rup
i=1 a=1 (24

i j>i

Substituindo as quantidades classicas pelos respectivos operadores quanto-mecanlcos correspon-

dentes, temos

Mo N oL, N M , N N 5

5 d h vz h v2 1 Z,e N 1 e
ih— = —_— — Vi - E E E E —
Jat ) 2M o 2m : a=147'[€0 Tia = 41ey 1i;

Multiplicando ambos os lados da |gualdade por Y(Ry -+, Ry, 11, , Ty, t), teremos a equacdo de

Schrodinger correspondente:

d
lh_lP(Rl '”rRMrrli'";rNr t)

Jt
M N N M
M 2m vi 4neo Tia 47T€0 1ij
a=1 i=1

i a=1 i J>i

WY(Ry-, Ry, Ty, Ty, b).
ZZWO T | R Ry 70

a f>a
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3.7 A Equacéo de Schrddinger independente do tempo

As equacdes que foram escritas nos exemplos anteriores sdo equacfes dependentes do
tempo. As solucGes analiticas destas equagdes sdo extremamente dificeis. No entanto, se o hamil-
toniano do sistema for temporalmente simétrico, isto &, se ndo houver uma dependéncia explicita
do hamiltoniano em relacdo ao tempo, entdo podemos escrever a funcdo de estado como um pro-
duto de duas fungbes: uma dependente das posi¢des espaciais e outra dependente do tempo. Ob-
servando o hamiltoniano de uma particula sob a agdo de um potencial escalar, notamos que se 0
potencial sentido pela particula for independente do tempo, isto é, sistema conservativo, entdo o

hamiltoniano é independente do tempo:

h? . 0¥ (r,t)
—y2 —jh— 7
lZmV +V(r)l Y(r,t) =ih 5%
ou
h? ~ ., 0¥(r,t)
—V2¥(r,t) + V(r)¥(r,t) = ih——-
2m dat

Neste caso, se escrevermos a funcao de estado como W (r,t) = @(r)f(t), entdo podemos
separar as variaveis espaciais e temporal da Equacao de Schrddinger, obtendo, desse modo, duas
novas equacgdes: uma dependente apenas das coordenadas espaciais e outra dependente apenas do
tempo. O procedimento para a separacdo das variaveis consiste em derivar a funcdo de estado
¥(r,t) = (r)f(t) duas vezes em relagdo ar, V2¥(r, t) = (V2o(r))f(t), e uma vez em relagio

ao tempo t, %‘P(r, t) = (r)f(t). Substituindo estas quantidades na equacdo de Schrédinger e

dividindo ambos os lados da equacédo por ¢ () f(t), temos:

LIPS (OF
2m o T (3:39)

Como o lado esquerdo da Equacdo (3.39) depende apenas de r e o lado direito depende somente

de t, entdo os dois lados da Equacao (3.39) devem ser iguais a uma constante, digamos C:

RV oo O
2m o) +V(r)—1hf(t)—C.

Como consequéncia, podemos resolver separadamente as duas equagoes:
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h? Vio(r)
~m o) +V(r)=_C. (3.40)
€
WO
lhm =C.

A solucdo da dltima Equacdo, a Equacéo dependente do tempo, é

£(t) = Ae~ict/h
Observamos, no entanto, que a funcdo exponencial s6 tem sentido se seu expoente for uma quan-
tidade adimensional, isto é, um nimero. Para que o expoente da exponencial e ~¢t/" seja adimen-
sional, C deve ter dimenséo de energia, isto é, joule , pois, 4 tem dimensdo de joule X segundo
e t é dado em segundos. Portanto, a constante C deve representar a energia do sistema. Fazendo

C = E, podemos escrever a solucdo temporal da equacdo de Schrédinger como

IEt

f(t) = Ae h. (3.41)
Fazendo C = E em (3.40) podemaos escrevé-la como uma equacédo dependente apenas das coorde-

nadas espaciais:

h? "
<— Vit V(r)) o) = Eo(). (3.42)

A Equacdo (3.42) é a Equacdo de Schrodinger independente do tempo para uma particula
movendo em um espaco tridimensional e sob a acdo de um potencial independe do tempo. Na
linguagem das equacdes diferenciais parciais a Equacdo (3.42) é conhecida como uma equacéo de
autovalor. Quando um operador atuar sobre uma funcéo e o unico efeito for multiplicar a funcéo
por uma constante, nés denominaremos este tipo de equacéo de equacéo de autovalor. A funcéo
é chamada de autofuncéo (ou autovetor ) e a constante multiplicativa é chamada de autovalor. No
nosso caso, ¢(r) é a autofuncdo correspondendo ao autovalor E do operador hamiltoniano %, ou

seja,

_ h? ~
H=——V2+TV(r).
2m

E importante termos em mente que a Equacio de Schrodinger expressa em (3.42) possui
infinitas solugdes. Cada uma dessas solugdes com sua propria energia, ou seja,
Wi (r,t) = @ (r)e Eat/h;
W (1, t) = @, (r)eEt/h;
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Y3(r,t) = @3(r)e Est/h
Portanto, cada um destes estados possui energia total muito bem definida. A solucdo geral de

(3.42), é a combinacéo linear das solugdes ¥;, ¥,, ¥3, -+, 0U seja,

W0 = ) ea(rt) = ) cugn(r)e /! (343)
n=1 n=1
As solugdes
¥, (1, t) = @, ()e Ent/h (3.44)

séo solucgdes que correspondem a estados estacionarios, pois os autovalores E,, e as corresponden-
tes probabilidades (proxima se¢do) sdo independentes do tempo. Ja a solugéo (3.43) ndo compar-
tilha dessas propriedades, pois as energias dos termos cruzados ndo se cancelam, isto &,
¥ (r, t)¥(r,t)
= (cipi(Me Bt/ + c;p; (r)et2t/h + - ) (101 (e Bt/ + ¢y, (r)e~E2t/h
+-)
= |1 P17 + 2Pl g2 (D1 + -+ + e @i (N (e ErED/R ..

O termo cruzado

c1c101(M) ey (r)etEr=E2)t/h

faz com que a densidade de probabilidade usando a funcdo de onda geral seja dependente do

tempo, ou seja, ndo estacionaria.
3.8 W'Y representa a probabilidade de se encontrar a particula

Como mostra (3.44), as solucgdes da equacéo de Schrddinger sdo complexas, isto &, con-

tém a unidade imaginaria i = v/—1. Naturalmente, gostariamos de saber o que significa uma fun-
cao de onda complexa do ponto de vista da interpretacéo fisica. Este problema foi investigado em
1926 pelo fisico alemdo Max Born (11/12/1882 — 5/1/1970). Como a funcéo de onda é complexa
ndo faz sentido dar a ela uma interpretagdo fisica real. Vimos, no Capitulo de Reviséo, que a in-
tensidade de uma ondaa eletromagnética € diretamente proporcional a amplitude da onda. De
acordo com o postulado do efeito fotoelétrico de Einstein, as ondas eletromagnéticas podem ser

pensadas com sendo formadas de pequenos pacotes de energia (fétons), ou seja, particulas de luz.
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Como a intensidade das ondas eletromagnéticas esta, portanto, relacionada ao quadrado da ampli-
tude, entdo o quadrado da amplitude esta diretamente ligado a probabilidade de se encontrar uma
particula de luz incidente na superficie metalica (efeito fotoelétrico). Vimos que uma onda plana

pode ser descrita por

@(x, t) = Aeltkx—wb), (3.45)
Como (3.45) é uma funcdo complexa, entdo seu quadrado é dado por
|(P|2 =@'p = (Aei(k-x—wt))*Aei(k-x—a)t) = Are~ilkx—wt) gpilkex-wt) — |A|2. (3.46)

Portanto, |A|? € um nimero real passivo de ser interpretado fisicamente. Fazendo um paralelo de
(3.46) com o postulado de Einstein para o efeito fotoelétrico, podemos postular que |¢|? representa
a probabilidade de se encontrar uma particula em certa regido do espaco. Este postulado ficou
conhecido como postulado de Max Born, o qual pode ser enunciado como: “o quadrado da funcéo
de onda, |W(r,t)|? = W*(r, t)¥(r,t), representa a distribuicdo da densidade de probabilidade
de encontrarmos a particula em certa regidao do espago”.

Portanto, de acordo com Max Born, a probabilidade de encontrarmos uma particula unidi-
mensional entre x e x + dx é dada por

P(x,x + dx) = |¥(x,t)|%dx, (3.47)

onde |W(x,t)|? é chamada de funcdo da densidade de probabilidade ou funcdo de distribuicdo
da densidade de probabilidade.

Usando o postulado de Max Born, vemos que a probabilidade de encontrarmos uma parti-

cula unidimensional entre x=aex=b é
b b
Pla<x<bh)= f |W(x,t)|?dx = f Y (x, t)¥(x, t)dx.
a a

A (ltima igualdade resulta do fato de que W(x, t) € uma funcdo complexa. Neste caso, 0 seu mo-
dulo ao quadrado deve ser calculado multiplicando o complexo conjugado da fungdo pela funcdo:
W(x, t)|? = ¥*(x, )W(x, t). (3.48)
O asterisco em (3.48) denota o complexo conjugado da fungdo W(x, t). No caso tridimensional, a
coordenada x das equac0es (3.47) e (3.48) deve ser substituido pelo vetor posicao r:
p(r,t)dr = |¥(r,t)|*dr. (3.49)
Assim, para uma casca de esfera definida por r; = a e r, = b, a probabilidade de encontrarmos

a particula nesta casca é dada por
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b b
Pla<r<bh)= f p(r,t)dr = f |[W(r,t)|?dr. (3.50)

Se r variar de zero a infinito, temos 100% de certeza de que a particula esta em algum lugar do
universo. Nesse caso, devemos impor a condi¢cdo de normalizacéo a fungéo de probabilidade, isto
e,

(00}

PO<T<o0)= f W(r, 0)|2dr = 1. (3.51)

0
Quando W (r, t) satisfaz esta condicdo, dizemos que a fungdo W(r, t) estd normalizada a unidade.
Esta condicdo é importante, pois qualquer funcao que satisfaca essa condicdo é fisicamente admis-
sivel como funcéo de onda ou funcéo de estado (como preferem os fisicos. Em coordenadas car-
tesianas, a Equacdo (3.51) deve ser escrita como
P(—0<x<00,-00<y<00,—-0<z< o)
© (o 00 (3.52)
= f f j |W(x,y,zt)|?dxdydz = 1.
Se a funcdo de onda W(x, y, z, t) ndo for normalizada, entdo devemos normaliza-la. Podemos fazer
isso multiplicando a funcdo de onda por uma constante, a qual chamaremos de constante de nor-
malizacdo. Por exemplo: seja a funcdo de onda ndo normalizada ¢(x,t). Para normalizar esta

funcdo, basta multiplica-la pela constante de normalizacdo N, ou seja, ¥(x, t) = No(x,t). Logo,

jN*go*(x, t)No(x,t)dx =1

INJ2 j ¢ (x, 09 (x, dx = 1

1
T Tor (el dx
Observe gue este procedimento nos permite determinar N a menos de um fator de fase a arbitrario.

IN|?

No entanto, vemos que |N|? n&o é afetado pelo fator de fase. De fato, se multiplicarmos N por e,
vemos que
ia|? * ,—la ia 2
|Nei®|” = N e~i*Nei® = |N|2.
Como o fator de fase « € arbitrario e ndo afeta a constante de normalizacdo, entdo podemos esco-

Iher « = 0 e calcular a constante de normalizacdo N como

1

1 2
N= <f <p*<x,t><o<x,t>dx> '




69

A funcéo de onda ¥ (x) normalizada a unidade é dada por

1

1 1 2

3.9 Funcéo de onda normalizada mantém-se normalizada

Uma importante questdo aparece nesse momento. Se normalizarmos a func¢éo de onda no
instante t = t,, ela continuara normalizada no futuro? Se N = N(t), entdo precisariamos renor-
malizar a funcdo de onda a cada instante e a Equacdo de Schrodinger seria incompativel com a
interpretacdo probabilistica. Felizmente, a Equacdo de Schrddinger preserva a normalizagdo du-
rante a evolucdo temporal da funcdo de onda. A prova deste importante aspecto da Equacdo de

Schrédinger pode ser feita como segue:

gjwwnWmeu=f§mwmﬂw@wwx

(3.53)
0
j[¢( WG 0+ e ) 2
Agora, usando a Equacéo de Schrodinger, temos que
op(x,t)  ih 0*P(x,t) i
TRt e A ACAIICAD) (3.54)
oP*(x,t) ih 0%Y*(x,t)
TR v o R +— V(x Y (x,t)

Lembre-se que o complexo conjugado do operador diferencial d/dt é —d/at. Inserindo (3.54)
em (3.53), obtemos
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0
Hlp( D et + 9 (e ) L t)] x

2
2”<_£M+ e t)>l/)(x 0

2m  0x?

2 .
+ ¢ (x t)(l:lalg—gt) %V’(x,t)t,b(x,t))]dx

ih 21/)( t) 21/)( ,t)
:”%< TY D b t) + 9 (x0) )ldx

ih d o™ (x, d
_ ik _(_ VD zp; ) t))

2m ) Ox 0x

A integral do lado direito pode ser avaliada explicitamente no intervalo —oo < x < oo, OU Seja,

ih (0 0y (xt) 61,[}( t)
2m a(_ dx Yot + Vi t)> ax
. (3.55)
_ih [ 0YT(x,t) p(x,t) _
—ﬂ<‘T‘/’<"'”+ ox VD =0

Em (3.55), usamos a condicdo de contorno de que a funcdo de onda deve ser nula em x = +co.

Portanto, a integral (3.53) é nula, ou segja,

%f Y (x, OPY(x, t)dx = %fp(x, t)ydx =0 (3.56)

Portanto, a densidade de probabilidade p(x,t) é constante com relacdo a evolugdo temporal da
funcédo de onda. A Equacéo (3.56) mostra que se normalizarmos a funcao de onda para t = ¢, ela

continuard normalizada para todo tempo futuro.
3.10 Notacao de Dirac

A notacdo de Dirac é um instrumento matematico bastante Util no estudo dos fenémenos
quanticos. Esta notacdo simplifica bastante o desenvolvimento dos calculos desenvolvidos na
quantica. Por exemplo, se a funcao de onda ¥(x) for normalizada, entdo a energia de um sistema

pode ser calculada por

- f P OTP(Odx.
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O lado direito desta Equacdo é um produto interno, onde ¥ *(x) e ¥ (x) sdo vetores do espaco de
Hilbert. Dirac representa este produto interno como

E = ()| [(x)).
Nesta notacao, a Equacdo de Schrodinger pode ser escrita simplesmente como

Hp(x)) = E[p(x)).

A notacdo | ) é chamada de vetor ket que tem um corresponde dual { |, chamado de vetor bra.
3.11 Valor medio ou esperado de um observavel

Seja K um operador hermitiano e {|n)} o conjunto de autofuncdes do operador K com 0s
respectivos autovalores {1,,}. Como K é um operador hermitiano, entdo o conjunto {|n)} é com-
pleto e ortogonal. Isto significa que dado uma autofuncéo |) podemos expandi-la como combi-
nacao linear das autofuncdes |n), ou seja,

lyp) = Z Cnln). (3.57)

n

Agora, se |) for ortonormal, entdo

W) = (Z c:n<m|> (Z cn|n>> =D Chealminy = ) leaf? = 1.

m n mn
Portanto, podemos interpretar o estado |iy) como sendo uma superposi¢do dos estados |n). Ao
fazermos uma medida do sistema, a funcéo de onda |y) colapsa para um dos autoestados |n), com

probabilidade |c,|? de obtermos o autovalor A,,. Agora, se multiplicarmos |) a esquerda por (n|,

(i) = (nl (Z cm|m>) = ennlm =y,

m m

vemos que

Substituindo c,, em |c,,|?, obtemos

lcnl? = nl)|? = Pln)*(nlp). (3.58)
A Equacio (3.58) mostra que se aplicarmos o operador K na fungdo [y), onde [1) ndo é autofuncéo
do operador K, a probabilidade de obtermos o auto valor 1,, é dada por [{n|y)|?,

P() = nlyp) P2
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Considere, agora, o0 sanduiche (1p|1?|1/;) Inserindo o operador Y.,,|n){n| = 1 neste sandui-

che, obtemos
(WIRY) = IR EalmmDIp) = > (IRIn) (nl) = ) An Ghmdinip) = ) [l

onde a quantidade

D Kl

representa o valor médio dos autovalores ou observaveis 4,, pois |(n|y)|? é a probabilidade de
obter o autovalor A,,. Geralmente, em quantica, denotamos o valor médio ou também chamado de

valor esperado por (K), ou seja,

(K) = (w|K[w).
Se o vetor |) fosse autovetor do operador K, entdo obteriamos um valor definido, digamos, k, ou
seja,
(K) = (Y[R|p) = WIkIY) = k@lp) = k.
Para o caso em que a funcdo de onda ndo seja normalizada, entdo o valor esperado é¢ dado
por
iy = WIRI)
Wly)

E importante ressaltar que o valor médio ou valor esperado corresponde & média de uma
infinidade de medidas do observavel da particula. No entanto, estas medidas ndo podem ser feitas
sobre a particula seguidamente. Pois a primeira medida leva ao colapso da fun¢do de onda, fazendo
com que a particula seja encontrada em certa posi¢do, digamos A. Uma segunda medida, imedia-
tamente ap6s a primeira, certamente ira encontrar a particula na posicdo A. A funcdo de onda
permanecera como um pico estreito por algum tempo sobre a posi¢édo A apds o colapso da funcao
de onda. A solucédo para medir experimentalmente (A), seria preparar um ensemble e fazer a me-

dida em cada sistema do ensemble e calcular o valor médio.

3.12 Valor médio da velocidade e do momento

O valor esperado da velocidade da posi¢do de uma particula pode ser calculado como
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dx) d if 0y 9%y
(v) = dt dt Xll/)(x t)lzdx = mex<lp O x2 -y 02 )d'x
N w oy (3.59)
" 2m (l/) ox )dx

Em (3.59), fizemos uso de
o  ih o i

3t~ 2moxz ' DY
e do seu complexo conjugado
oYp* ih 9%y~
ot  2m 0x? T V(x U

Integrando por partes (3.59) e usando o fato de que a funcdo de onda quando x — too € nula,

obtemos
d(x) ih a¢ oY”
- - - 3.60
(v) = dt 2m (I’b > ( )
Integrando por partes a segunda integral de (3.60), obtemos
d(x)
3.61
== [l 36
Como extensdo direta de (3.61), podemos calculara 0 momento esperado como
d{x) oY
— — = —j * 1 dx. 3.62
(p)=mv=m 7 lflfl/) axdx (3.62)
A quantidade
ih ( OY* oY
2 (V5 =V )

que aparece na Equacdo (3.60) é chamada de corrente de probabilidade e descreve o fluxo de

probabilidade que passou pelo ponto x, ou seja,

Je ) = o (g T

Para calcular o valor médio ou esperado de quantldade M de tal modo que M seja funcéo,

por exemplo, de x e p,, a regra de quantizacao diz que devemos substituir as quantidades classicas

x e p, pelos respectivos operadores quanticos e fazer o sanduiche, ou seja,

) = [ W COMGpIwEdx = [ 4 Com (i) (.

Por exemplo, suponhamos que desejemos calcular a energia cinética media. O operador da energia

cinética em trés dimens@es é dado por
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Logo, o valor médio ou esperado da energia cinética de uma particula em trés dimens@es é dado

por
R n? h*
(T) = flp*(r) <—%V2>zp(r)dr = —%fw*(r)vzw(r)dr,

onde V? representa o laplaciano.
3.13 Estados estacionarios

Considere a funcio de estado W(r, t). Se multiplicarmos essa funcéo por e ~*#, vemos que

a densidade de probabilidade néo se altera, pois
[W(r, e 8| = W (r, et BW(r, e~ = [¥(r,0)|2 = p(r,t).

O fator § é chamado de fator de fase global e ndo altera a densidade de probabilidade p (7, t) que
é o0 observavel, ou seja, o que se pode medir. Portanto, existe certa arbitrariedade na representacédo
do estado do sistema, pois podemos usar qualquer valor de 8 para representar 0 mesmo estado
quantico. O fator de fase global ndo pode ser medido experimentalmente.

Para o caso particular em que o operador da energia potencial ndo depende explicitamente
do tempo, vimos, ndo Equacao (3.44), que o estado da particula pode ser representado por

Y(r,t) = p(r)e Et/n,

A funcéo de distribuicdo da densidade de probabilidade para esse estado é dada por
p(r, ) = [W(r, 02 = [p(re /1" = ¢* (Ne®/ p(r)e /M = |p(r)|?

= p(7).
Na demonstracédo da Equacéo (3.63), usamos o fato de a energia ser um numero real, ou seja, E =

(3.63)

E*. O interessante é que a funcdo de distribuicdo da densidade de probabilidade de sistemas quan-
ticos em que a energia potencial ndo depende explicitamente do tempo é independente do tempo.
Tais estados s@o chamados de estados estacionarios. Estados estacionarios apresentam energias
constantes. Nao devemos confundir estados estacionarios (estados com funcao densidade de pro-
babilidade p(r) independente do tempo) com a particula em repouso. A particula nuca esta em

repouso.
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3.14 Restric¢des sobre a fungéo de onda

A condicdo de normalizacdo exige que (3.51) seja finita. Ndo é possivel normalizar uma
funcéo de onda se a integral do seu quadrado for infinita. Expressamos essa condi¢do dizendo que
a funcdo de onda ao quadrado deve ser integravel. Também néo é l6gico que a funcdo de onda
forneca duas probabilidades diferentes para a mesma posicao espacial da particula. Portanto, de-
vemos exigir que a funcdo de onda seja monovalorada. Outra observagdo a ser feita é que a
Equacdo de Schrddinger contém derivadas segundas. Isto significa que a funcéo de estado e sua
primeira derivada devem ser continuas. Estas condi¢des sdo chamadas de condi¢des de aceitabi-
lidade da funcéo de estado.

A maioria dos fendmenos quéanticos de interesse da quimica é descrito por estados estaci-
onarios. Neste texto, estamos particularmente interessados no estudo de sistemas quimicos descri-

tos por estados estacionarios, isto €, a Equacdo de Schrdédinger independente do tempo.
3.15 O problema da medida

A interpretacdo probabilistica da fungdo de onda impde certa indeterminacao sobre os pos-
siveis resultados de certo experimento. Mesmo que tenhamos completo dominio da teoria quantica,
ndo podemos dizer com certeza qual sera o resultado da medida de um observavel. Tudo que po-
demos dizer é a probabilidade de ocorréncia de certo resultado medido. Esta é uma questéo que
tem preocupado muitos os tedricos da mecanica quantica e ainda € tema de debate no meio cienti-
fico. Por exemplo, ao fazer a medida da posi¢do de uma particula, suponhamos que a particula foi
encontrada na posi¢do A. Podemos perguntar agora: onde estava a particula no tempo imediata-
mente anterior a medida? Essa simples pergunta serve para ilustrar as trés principais correntes
filosoficas sobre a indeterminacéo probabilistica da funcdo de onda.

Interpretacdo realistica: essa interpretacdo filosofica era defendida por Einstein, a qual afirma
que no tempo imediatamente anterior a realizacdo da medida, a particula realmente estava na po-
sicdo A. Se a teoria quantica ndo é capaz de dizer com certeza que ela estava em A € porque a

quantica é uma teoria incompleta. Ou seja, existem varidveis ocultas na quantica que ndo estdo
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sendo levadas em consideracdo. Einstein ndo achava que a teoria quantica estivesse errada. O que
ele achava que a teoria quantica estava incompleta e, portanto, ndo poderia descrever completa-
mente a realidade fisica.
Interpretacdo ortodoxa: essa interpretacdo, também conhecida como interpretacdo de Copenha-
gue, afirma que antes da medida, a particula ndo estava em lugar algum. Foi o ato de se fazer a
medicdo que fez com que a particula fosse encontrada na posi¢do A. O processo da medigéo per-
turba o sistema, o que leva ao colapso da funcdo de onda e faz com que a particula seja vista em
A. Por que a particula escolheu a posicdo A? E uma pergunta que nio devemos fazer. Essa inter-
pretacdo era defendida pelo fisico dinamarqués Niels Bohr e seus seguidores.
Interpretacdo agndstica: a interpretacdo agndstica afirma que essa é uma questdo que nao pode
ser respondida. Para se saber onde estava a particula anterior a medida € preciso fazer outra me-
dida. Mas a medida ja foi feita e ndo se pode voltar no tempo para fazer outra medida anterior a
medida. Portanto, ndo é possivel saber onde estava a particula anterior a medida. Essa interpretacéo
era defendida por Puli.

John Bell, em 1964, apresentou argumentos decisivos em favor da interpretacdo ortodoxa,
eliminando as interpretacdes realistica e agndstica.

Uma segunda questdo que aparece imediatamente €: apds fazermos uma medida e encontrar
a particula na posicdo A, e imediatamente fazermos uma segunda medida, a particula ainda estara
em A? Quanto a essa segunda questdo parece que todos 0s quanticos tedricos concordam que a
particula estard em A. O ato da medida colapsa a funcdo de onda em um pico agudo de probabili-
dade em A e esse formato da funcdo de onda permanecera no tempo imediatamente posterior, 0
qual vai se alargando e desfazendo com a evolugéo temporal de acordo com a Equacdo de

Schraodinger.
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4 SISTEMAS SIMPLES

Neste capitulo, procuraremos solugfes da equacdo de Schrodinger para uma série de pro-
blemas relativamente simples. E importante termos em mente que (3.42) é uma equagéo diferencial
linear e, portanto, apresenta um conjunto infinito de solugdo. Como se trata de uma equacao de
autovalor, cada solugdo é um autovetor (autofuncdo) que estd associado a um autovalor corres-
pondente. Os autovalores sdo ordenados em ordem crescente de energia, isto €, E; < E, < E3 <
..-. O autovetor ¢, do hamiltoniano # associado ao autovalor E; representa o estado fundamental
do sistema, isto €, o estado de mais baixa energia. Os outros autovetores descrevem estados exci-
tados, cujas energias sdo dadas pelos respectivos autovalores. Apesar de s6 conseguirmos resolver
a Equacdo de Schrodinger para sistemas relativamente simples, estas solu¢des sdo importantes
como pontos de partida para aproximar fungdes de onda de sistemas mais complexos para 0s quais
ainda ndo existem solucdes analiticas exatas. Nas secdes que se seguirdo, resolveremos analitica-

mente a equacdo de Schrodinger independente do tempo, isto €,
L2400 ) o) = Eo)
om r Qp\r)=Lp\r

para alguns sistemas simples. Observe que o potencial V(1) é independente do tempo.
4.1 Particula livre

Este problema é, certamente, o0 mais simples de ser imaginado, isto €, um sistema formado
por uma particula de massa m em que ndo haja forca atuando sobre ela. A solugéo deste problema
sera feita em oito etapas. Estas etapas formam um algoritmo geral para solucdo de problemas en-

volvendo a Equacéo de Schrodinger independente do tempo.
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Passo 1. Determinar a energia potencial do sistema

O primeiro passo na solugéo deste problema é determinar a energia potencial V(r) do sis-
tema. Como o sistema é formado por uma particula livre, entdo a forca F(r) atuando sobre a
particula é zero. Além disso, temos que

dv(r)
dr
Como F(r) = 0, concluimos que V() = C, onde C é uma constante. Como a energia potencial é

= —F(1r).

constante, e somos livres para escolhermos a energia potencial de referéncia e com o objetivo de

simplificarmos os célculos, faremos C = 0, ou seja, V(r) = 0.

Passo 2. Escrever o hamiltoniano do sistema

Como a energia potencial é zero, entdo o Hamiltoniano sera dado por
h? (0% 0% 02
H=— +—+ :
2m <6x2 dy? 622)

No caso da particula livre, o hamiltoniano s6 contém o operador da energia cinética.

Passo 3. Escrever a equacdo de Schrodinger independente do tempo para o sistema

Para obtermos a Equacdo de Schrddinger independente do tempo para a particula livre,

basta substituir o hamiltoniano obtido no passo 2 na Equagéo (3.42):
hZ 62 aZ aZ
<6x2 "oy oz

- )(p(x,y,z) =Ep(x,y,2). (4.1)

Passo 4. Verificar se a equacéo obtida € de variaveis separaveis

A regra geral diz que se o hamiltoniano & da equacéo de Schrodinger independente do
tempo para um dado sistema puder ser escrito como uma soma de temos, onde cada termo depende
de apenas uma variavel, isto &,

Hx,y,2) = Hy(0) + Hy(y) + Hz(2) (4.2)
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entdo a funcdo de onda podera ser escrita como um produto de funcbes das variaveis separada-

mente, ou seja,

P(x,y,2) = 91(x) - 92 () - ¢3(2) (4.3)
de modo que cada uma destas novas funcdes satisfaca, separadamente, uma equacédo de autovalor:
1 ()1 (x) = Exg; (%),

Ho e (0) = Ey2 (),
Hs3(2)3(2) = E,03(2).
Como consequéncia, a energia total E do sistema sera dada por E = E, + E,, + E,. De fato,
H(x,y, 2)p(x,y,2) = [Hi(x) + H(y) + H3(2)] 01 ()92 (0D 93(2)
= H1 ()01 ()02 ()03 (2) + H (1) 01 () 02 ()03 (2)
+ H3(2) 01 ()9, () 93(2)
= Ex1(0) 02 () 93(2) + Ey 91 ()0, (¥)93(2) + E; 01 ()92 () 93(2)
= (Ex + Ey + E;)01()02(3)93(2).
O que nos leva a conclusdo imediata de que E = E, + E,, + E,. No caso da particula livre, o ha-

miltoniano, obviamente, pode ser separado, ou seja,
h? <62 02 62> h? 0% h? 0% h? 92

:}T ) = - = - YN )
(x,7,2) 2m \ 0x? * dy? * 0z2 2maox? 2mady? 2madz? (4.4)
= H1(x) + H(y) + H;(2).
Portanto, a Equacdo (4.1) € de variaveis separaveis e devemos resolver separadamente trés equa-

¢Oes de uma variavel, ou seja, trés equacdes diferenciais ordinarias:

h? d?e, (x)
h? dg,(y)

AP =i .
h* d*p3(2)

A energia total da particula livre, como ja mencionado, sera dada por E = E,, + E,, + E, €

a funcdo de onda total podera ser escrita como @ (x,y,z) = @1 (x)p,(y)@3(2).

Passo 5. Resolver as equagdes separadamente
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A etapa seguinte é encontrar as solucGes gerais das equacdes (4.5). As solucdes deste tipo

de equacdo ja foram estudadas e sdo da forma

p1(x) = alei(szx)l/zx/h + aze—i(ZmEx)l/zx/h'
0, (y) = blei(ZmEy)l/zy/h n bze_i(szy)l/zy/h’ 4.6)
@3(z) = C1ei(2mEZ)1/zz/h + Cze_i(szz)l/zz/h.

Passo 6: impor as solucdes as condi¢cdes de contorno

Quais séo as condicBes de contorno que devemos impor as solucdes (4.6)? Como ja visto,

a funcéo de onda deve ser finita. Usando esta condi¢do em (4.6), vemos que a energia ndo pode

ser_negativa. Se a energia fosse negativa, entdo teriamos

i2m(=Ey) - x/h = i2\/2mE, - x/h = —\[2mE, - x/h,
ou seja, 0 expoente seria real e ¢4 (x) — oo quando x — +oco. A mesma anélise pode ser feita para
@2 () € ¢3(z). Lembrando que o momento da particula é dado por p = /2mE_;,,, onde E;,, € a
energia cinética da particula, podemos escrever ¢, (x) como segue:
@1 (x) = aePx¥/h 4 g, eiPIX/R, (4.7

O primeiro termo do segundo membro representa uma particula movendo-se no eixo-x para a di-
reita com momento p, enguanto que o segundo representa uma particula movendo-se para a es-
guerda com momento —p,.. Vemos, portanto, que a energia da particula livre ndo € quantizada e a

Unica restricdo é que a energia deve ser positiva.

Passo 7. Achar os autovalores

A energia total da particula livre movendo-se em trés dimensdes é dadapor E = E, + E, +
E,. Como a Unica restricdo para a energia é que ela seja positiva (passo 6), entdo a energia da
particula pode assumir qualquer valor positivo. Isto quer diz que a energia da particula livre ndo é

quantizada.

Passo 8. Normalizar as autofunc6es encontradas
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A funcdo de onda total ¢ (x, y, z) da particula livre é dada pelo produto das funcdes expres-
sas nas equacdes (4.6), ou seja,

@(x,y,2) = ¢1(x)2(y)93(2).
Para normalizar a funcdo de onda ¢(x, y, z), devemos impor a condi¢do de normalizacao:

f o*(Me(r)dr = 1.

Esta funcdo pode ser normalizada separadamente em cada uma das suas variaveis, ou seja,

o

| siweiar =1,
| w:0r0dy =1, (4.8)

| @iz =1

Ao resolvermos estas integrais, notamos que elas sdo divergentes, isto é, a funcdo de onda néo é
normalizavel. Isto significa que uma particula livre pode estar no infinito, inclusive. Na verdade,
esta € uma situacdo hipotética bastante dificil de se encontrar, pois € muito dificil ter uma particula
que ndo interaja com nenhuma outra particula no universo. Este resultado mostra que o potencial
sobre a particula, proveniente de alguma forca, € o responsavel pela quantizacdo da energia. O
algoritmo para a solugdo da particula livre descrito anteriormente € de aplicacdo absolutamente
geral e seguiremos esses passos na solucao de problemas mais complexos.

Exercicio

Mostre que as integrais (4.8) ndo sdo convergentes e, portanto, ndo podem ser normalizadas.

4.2 Particula em um poco de potencial infinito

Como segundo exemplo da aplicacdo da Equacao de Schrodinger independente do tempo,
vamos imaginar uma particula unidimensional, isto é, uma particula que se movimenta em uma

linha reta. A Figura 3.1 ilustra graficamente este experimento mental.
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V(x)=0
~ | V(Ly=0
-4

I
x=0 x=L

V(0)=00 |
I

Figura 4.1. Quando a particula esta entre 0 e L o potencial que atua na particula é nulo. Mas, para
valores de x < 0 ou x > L o potencial sentido pela particula é infinito. Portanto, a
particula fica presa no seguimento de reta (0, L), dai a expressdo caixa
unidimensional.

O potencial experimentado pela particula € infinito se x < 0 ou x > L. O potencial sentido

pela particula é nulo se 0 < x < L. A Equacdo de Schrddinger parax < 0 e para x > L é dada por

h? d2
(— ——t V°°(x)> @(x) = Ep(x). (4.9)

2m dx?

A notacdo V= (x) significa que o potencial € infinito se a particula estiver fora da caixa unidimen-
sional. Manipulando algebricamente a Equacao (4.9), obtemos

1 h? d?¢(x) _
(Ve(x)—E)2m dx?

A partir deste resultado, pode-se concluir que ¢(0) = @(L) = 0, e para valores de x me-

p(x) =

nores do que zero e maiores do que L a funcdo de onda ¢(x) também é nula. Como |¢(x)|?
descreve a densidade de probabilidade de encontrar a particula ao longo da dimensédo x, entdo a
probabilidade de encontrarmos a particula para valores de x < 0 ou valores de x > L é nula. Para
valores de x entre 0 e L, o potencial sentido pela particula é nulo e a Equacgdo de Schrédinger pode
ser escrita como

n? d®o(x)

om dx? - LP) (4.10)
ou
d?p(x) 2mE
T2 + 2 p(x) =0. (4.11)
A solucéo geral de (4.11) €
1 1
.(2MmE\2 .(2MmE\2
o(x) = Clel(%)zx + Cle‘l(%)zx_ (4.12)

Usando a relacdo de Euler, podemos reescrever (4.12) como segue:
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1

2mE\2
2 ) x |+ Bsen (

1
ImE\2
) x (4.13)

@(x) = Acos ( 2

Usando a condicdo de contorno ¢(0) = 0 em (4.13) verificamos que A = 0. Fazendo A = 0 em
(4.13), obtemos

1
2mE\2
¢(x) = Bsen ( 2 ) X (4.14)
Fazendo ¢ (L) = 0 em (4.14), obtemos
1
2mE\2
Bsen ( 2 ) L |=0. (4.15)

Logicamente, em (4.15), a constante B ndo pode ser zero, pois isto nos levaria a solucéo geral nula

gue ndo nos interessa. Entdo, devemos fazer

1
2mE\2
sen ( e > L|=0. (4.16)

A igualdade na Equacdo (4.16) s6 é possivel se
1

2mE\2
( hmz ) L = +nr, (4.17)

pois sen(+nm) = 0. O sinal negativo em (4.17) ndo produz uma nova soluc¢ao, pois a fungdo seno

é uma funcdo impar e o sinal negativo seria incorporado na constante B. Manipulando algebrica-
mente (4.17), obtemos a expressdo matematica para a energia da particula na caixa unidimensional:

n®m?h?  n2h?
T 2ml2  8ml?
A principio, n poderia assumir também o valor zero. Mas, isso faria com que a energia E fosse

n=123,"-. (4.18)

nula. Se fizermos E = 0 em (4.10), a solucdo de (4.10) seria do tipo ¢(x) = ax + b,ondeaeb
sdo constantes a serem determinadas. Usando as condic¢des de contorno ¢(0) =0 e ¢(L) =0,
descobrimos que a = b = 0 e, portanto, teriamos ¢ (x) = 0. Obviamente, essa solu¢do nula nao
nos interessa. Consequentemente, devemos ter n # 0. Observe que em (4.18), a energia da parti-
cula na caixa unidimensional é quantizada, isto é, assume valores discretos. Isto aconteceu porque

impomos a restricdo que a particula deve estar confinada na caixa unidimensional. E exatamente
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essa restricdo que leva a quantizacdo da energia da particula na caixa. Outro fato interessante é que
a energia ¢é inversamente proporcional ao quadrado de L. Quanto maior for a dimensdo da caixa
menor a energia da particula. A energia E também diminui com o inverso da massa m da particula.
Paran = 1 temos a energia do estado fundamental, ou seja, 0 estado de mais baixa energia. Para
0s outros valores de n temos os chamados estados excitados, isto €, n = 2 para o0 primeiro estado
excitado, n = 3 para 0 segundo estado excitado e assim por diante. Observe que 0 espagamento
entre os estados varia com n?. Isto significa que estados excitados altos sdo dificeis de serem
atingidos.

Isolando (2mE /h?)'/2 em (4.17), considerando apenas os valores positivos de n e substi-

tuindo em (4.14), obtemos a solugéo geral de (4.11):
¢(x) = Bsen (E x). (4.19)
L

Para determinaros a constante B, usamos a condi¢cdo de normalizacéo, ou seja, a probabilidade de

encontrar a particula de —oo a +oo é 1, isto €, 100%. Matematicamente, temos:

+

+co 0 L (o] L
f (0 2dx = f (o) 2dx + f (O 2dx + f (0 2dx = f (0 |2dx
—00 0 L 0

= f_:olBlzsenZ (%x) dx = IBIZg =1,
IB| = (3)1/2 (4.20)
)

Em (4.20), obtivemos o valor absoluto de B. B ndo é necessariamente um nimero real. Na
verdade, B pode ser complexo. Qualquer nimero complexo tal que |B|? = 2/L é igualmente va-
lido. Isto significa que a constante B poderia ser do tipo B = (2/L)/?e®, onde a constante a é
chamada de fase de B e pode ter qualquer valor entre 0 e 2. Por conveniéncia, escolhemos a =

0. Desta maneira, podemos finalmente escrever a funcdo de onda ou estado para a particula de

massa m em uma caixa unidimensional de comprimento L.:
1

p(x) = (%)E sen (nL—ﬂx), n=123,. (4.21)

O ndmero n nas equagdes (4.18) e (4.21) é chamado de nimero quéantico. Para cada valor
de n teremos uma funcéo de estado diferente, ou seja, um estado diferente, como pode ser visto na

Figura 4.2.
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Figura 4.2. Representacdo grafica de (4.21) para uma caixa unidimensional de comprimento L=2.
Os graficos foram feitos usando o software Matlab 6.5.

Observe, na Figura 4.2, que para n = 1, a probabilidade maxima de encontrar a particula é
em x = L/2, ou seja, no centro da caixa, e paran = 2 existem duas regides de maxima probabili-
dade de encontrar a particula na caixa unidimensional: em x = L /4 x = 3L /4. Paran = 2, a pro-
babilidade de encontrar a particulaem x = L/2 é nula. Dizemos que em x = L/2 temos um ponto
nodal. Agora, se temos um ponto nodal em x = L/2 para o primeiro estado excitado, entdo como
a particula passa de um lado para o outro na caixa?

Se aceitarmos o fato de que a particula é uma onda e o que estamos medindo é a amplitude
da onda através da funcgdo de onda, entdo ndo ha problema algum na existéncia do ponto nodal. O
ponto nodal é simplesmente a regido em que a amplitude da funcdo de onda é zero. Uma segunda
maneira de interpretar este resultado é usar o principio da superposicéo de estados. Antes de fa-
zermos a medida da posicao da particula, a particula encontra-se em estados superpostos, ou seja,
ela se encontra ao mesmo tempo nos dois lados da caixa. Quando fazemos a medida, entdo ocorre
um colapso da funcao de estado e entdo observamos a particula em apenas um lado da caixa. Na
teoria quantica relativistica de Dirac ndo existe ponto nodal. A solucéo da equacédo de Schrodinger

que acabamos de obter é, na verdade, uma aproximagdo a solucdo do problema da particula na
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caixa unidimensional. Para n = 3 e n = 4 observa-se, na Figura 3.2 a existéncia de trés e quatro
pontos de maximos de probabilidades, respectivamente. A medida que aumenta o valor de n, au-

menta igualmente o nimero de maximos observados.
4.3 Aplicagbes da particula na caixa unidimensional

O modelo idealizado da particula na caixa unidimensional pode ser usado na descrigdo
aproximada de alguns fendmenos naturais. Um exemplo é um pedaco de fio condutor, onde o
potencial que os elétrons experimentam € aproximadamente constante, exceto nas extremidades
onde aumenta rapidamente para um valor muito elevado. O potencial da particula na caixa em uma
dimensdo fornece um modelo simplificado da estrutura dos metais: é o chamado modelo de elé-
trons livres. Moléculas longas com duplas ligacGes conjugadas podem ser representadas por caixas
unidimensionais nas quais os elétrons © se movimentam: é o chamado modelo de orbital molecular

de elétrons livres, que fornece resultados razoaveis dos espectros dos polienos conjugados.

4.4 O principio da incerteza de Heisenberg

No final da sec¢do 2.3 comentamos rapidamente que deveria haver uma relacdo inversa-
mente proporcional entre a precisdo da posi¢ado, a qual denotamos por Ax, e a precisdo do momento
da particula, a qual serd denotada por Ap. De acordo com a hipétese de Broglie, p = h/ A, a parti-
cula comporta-se como se fosse uma onda de comprimento A. Se usarmos uma Unica onda plana
para representar a particula, entdo teriamos precisdo absoluta do momento da particula, pois o
momento fica completamente determinado: p = hk, onde k é o vetor nimero de onda que tem o
sentido da propagacéo da frente de onda e modulo dado por |k| = 2m/ A, desde que conhegamos
com precisdo o comprimento de onda A. No entanto, como uma Unica onda plana é completamente
deslocalizada no espaco, teriamos uma imprecisédo total da posigdo da particula. Entretanto, nosso
senso comum diz que a particula possui uma posicao definida no espaco. Resolvemos este pro-
blema, na secdo 2.3, usando um pacote formado por muitas ondas planas em que 0s vetores de

onda k possuem valores proximos entre si. Ao usar a ideia do pacote de onda melhoramos o
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conhecimento da precisao da posicdo, mas perdemos informacao sobre a precisdo do momento de
acordo com a relacdo p = hk, pois agora estamos usando uma quantidade enorme de vetores de
onda. Isto nos levou a suspeita de que existe uma relacdo inversamente proporcional entre Ax e
Ap, isto é, Ax < 1/Ap. Agora, usando os conhecimentos adquiridos na solucdo da particula na
caixa, podemos ampliar um pouco mais o entendimento da relacdo entre Ax e Ap para o caso de
uma particula unidimensional. Suponha que uma particula na caixa unidimensional se encontra no
estado ¢,, com energia E,, dada pela Equacéo (4.18). Como ndo sabemos a posicao da particula na
caixa de comprimento L, podemos tomar L como sendo a imprecisdo da posi¢do: Ax = L. O mo-
mento p,. da particula pode ser obtido como segue:
n%h? n2h?
En = gmZ = Bm(an)?

pi_
2m 8m(Ax)?
nh
Px = im

Nesta Equacdo, n = 1,2,3, ---. Os sinais positivos e negativos sdo interpretados como sendo
0 momento da particula que percorre o sentido positivo e negativo do eixo-x, respectivamente.

Podemos escrever a incerteza do momento como segue:

N _ nh nh nh
Apy =px —Px = - ( )

28 \"28x) T MTRET (4.22)
onde p; representa 0 momento da particula que viaja no sentido positivo da trajetéria e py
representa 0 momenta da particula que viaja no sentido negativo da trajetoria. Rearranjando os
termos de (4.22), obtemos uma estimativa para o principio da incerteza de Heisenberg:
Ap,Ax = nh > h.
Este resultado mostra que quanto maior for a certeza na posicao da particula maior sera a

incerteza do valor do momento.

Exercicio:

Por que ndo podemos conhecer com qualquer grau de precisdo a posi¢éo e a velocidade de uma

particula simultaneamente?
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4.5 Particula em uma caixa tridimensional

A extensdo natural do problema da particula em uma caixa unidimensional é considerarmos
uma particula em uma caixa tridimensional, ou seja, um sistema configurado de tal modo que o
potencial da particula no interior da caixa é zero e fora dela é infinito. Isto é, supondo que as
dimensoes das arestas da caixa sejam, respectivamente, a, b e ¢, entdo devemos ter:
V(x,y,z) =0se0<x<a0<y<bel<z<c
e
V(x,y,z) =wsex,y,z<0oux>a; y>b;z>c.
Como V(x,y,z) = 0 dentro da caixa, entdo a Equacao de Schrodinger pode ser escrita para a

particula dentro da caixa como
2

h
— 2 = 4.23
2mv o(x,y,z) =Ep(x,y,z). ( )

Para a particula fora da caixa, a Equacao de Schrddinger é escrita como

hZ
(—%VZ + V%, y, Z)) o(x,y,z) =Ep(x,y,2). (4.24)

A notacdo V*(x, y, z) significa que o potencial é infinito se a particula estiver fora da caixa. Fa-
zendo uma analise similar a analise feita na Equacéo (4.9) concluimos que a funcdo ¢(x,y,z) é
nula fora da caixa. Em adi¢cdo, notamos que o hamiltoniano da Equacdo (4.23) pode ser escrito
como uma soma de parcelas, em que cada uma das parcelas depende de uma Gnica variavel, ou
seja,
“zm" - amox? zmdy: zmoz (4.25)

Neste caso, a Equacdo (4.23) é de variaveis separaveis, ou seja, a solucdo de (4.23) pode ser escrita
como um produto de trés fungdes, onde cada fungdo depende de apenas uma variavel, isto é,

o(x,y,z) = ¢nx(x)¢ny(y)¢nz(z). Substituindo ¢ (x,y,z) em (4.23) e multiplicando (4.23) por
1/ ¢nx (%) ¢ny ) ¢nz (z) e separando as variaveis, obtemos trés equacdes diferenciais ordinarias:

w2 &g, ()
om0 =0

nz d*¢, ()

Im dyz T By, ) =0,
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he d%4, (2)
2m  dz2

A solucdo de (4.23) é obtida fazendo o produto das solucGes dessas trés equacdes, ou seja,
1 1 1

032 = 4, b, 019, ) = (=) sen () (5) sen (22) (2) sen (222),

a a Cc

1
Prpnym, (XY, 2) = (%)2 sen (nx:x) sen (ny ;T y) sen (nzcnz) ) (4.26)

Ny, Ny, N, = 1,23,

+ EZ¢nz(z) =0.

Os subindice n, n,,n, de ¢(x,y,z) em (4.26) sdo empregados para indicar a dependéncia de
@(x,y,z) em relagdo aos nimeros inteiros n,, n,, n,. As constantes a, b e ¢ representam, respec-
tivamente, as arestas da caixa tridimensional. A energia da particula na caixa tridimensional é
obtida somando os autovalores das autofuncoes ¢nx (x), ¢ny (e ¢nz (z), respectivamente:

2 2 2 2
h<n_"_"_

Enx,ny,nz = sm\aZz " b2 C2>' Ny, Ny, My = 1,2,3, . (4.27)

No caso particular de uma caixa ctbica, em que a = b = ¢, a Equacdo (4.27) toma uma

forma mais simples:

hZ
Enynyn, = Sma? (nZ +n2 +n2), Ny, Ny, Ny = 1,2,3, -,
Note que
E E E 6h”
211 = B121 = Ey12 = o3

Neste caso, 0s niveis de energia (2,1,1), (1,2,1) e (1,1,2) apresentam a mesma energia e,
por isso, sdo chamados de niveis degenerados. No entanto, as funcgdes de estado para estes niveis

sd0 matematicamente diferentes:

N =

sen ({%x) sen (%) sen (%)
©121(x,y,2) = (%) sen (%) sen (?) sen (%),

©112(x,y,2) = (%) sen (%) sen (%) sen (22)

a

8
<P2,1,1(x» V,z) = ($>

N[

N[
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Quando autoestados (autofuncdes) diferentes apresenta 0 mesmo autovalor, dizemos que
estes autoestados sdo degenerados. O numero de autofuncBes que apresenta a mesma energia é
chamado de degenerescéncia do nivel ou grau de degenerescéncia. No exemplo acima, o nivel de
energia considerado é triplamente degenerado. O caso bidimensional € inteiramente andlogo ao
caso tridimensional. A Figura 4.3 mostra um exemplo ilustrativo para o caso de uma caixa bidi-
mensional quadrada em que os lados da caixa sdo a = b = 2. Neste caso, a solu¢do da Equacao

de Schrodinger para este sistema pode ser escrita como
1

<an,ny(x, y) = (:—b)i sen (nx:x) sen (le;'[y)' Ny, Ny, = 1,2,3, -+,

Substituindo os valores de a e b, obtemos a Equacao (4.28):

(4.28)

Py, (x,y) = sen (nxznx) sen (nyzny), Ny, My = 1,2,3, .

Os gréaficos das funcdes de estado para os niveis (1,1), (2,1), (2,2) e (3,2), juntamente com

as respectivas densidades de probabilidades sdo mostradas na Figura 3.3.

A |
T 0
A i
ﬁﬁh“‘&m‘}‘\“""ﬁ- AT
A

i
o
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Figura 4.3. Gréaficos das funcdes de estado e da densidade de probabilidade para os 4 primeiros
estados dados pela Equacéo (4.28). Os graficos foram feitos usando o programa
Maple.

4.6 Particula em uma caixa unidimensional com potencial finito

Agora, suponhamos que a particula esteja em uma caixa unidimensional com potencial
finito nas extremidades e potencial nulo dentro da caixa. Uma interpretacdo grafica desta situacao

pode ser visualizada na Figura 4.4.

>

X =0 x=I

Figura 4.4. Caixa unidimensional com potencial finito nas extremidades e potencial nulo no
intervalo que vaide O a l.

Neste caso, temos trés regides a serem analisadas: regides I, 11 e 11l. As fun¢des de estado
para essas regides serdo denotadas por ¢;(x), ¢ (x) e ¢;;(x), respectivamente. As equagdes de

Schrodinger para as regides | e 111 podem ser escritas como

2 g2

regido I: <——m— + V0> @;(x) = E@;(x),

h
ido III: - + 7 =F
regiao ( m x 0) @1 (x) = E@y(x).
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Temos duas situacdes a serem analisadas neste problema: a primeira é quando E <V, e a
segunda situacdo € quando E > V,. Do ponto de vista classico, na primeira situacdo a particula
estd confinada na caixa, pois, a mesma nao tem energia suficiente para sair. Na segunda situacéo,
como a energia da particula € maior do que a energia potencial, ela sai da caixa sem nenhuma
dificuldade. VVamos, inicialmente, resolver as equacdes das regides | e I1l para o caso em que E <
V,. Com essa restricdo, as equacgdes das regides | e 111 podem ser rearranjadas algebricamente de

tal modo que podem ser escritas como segue:

_~ d?p;(x) 2m

regido I: R T (Vo — E)p;(x) =0,
~ d*o(x)  2m

reglao [1I: T - h—z (VO - E)QDIH(X) = 0.

Essas equac0es diferenciais ordinarias sdo bastante conhecidas, cuja Equacao caracteristica
ér?— (V, — E)2m/h? = 0. Resolvendo esta Equacdo para r obtemos as solucdes das Equagtes

para as regides | e 1l para o caso em que E < V.

1/2

@;(x) = Ce+(2m(Vo—E)/f12)1/2x + De—(Zm(VO—E)/hZ) x

o (x) = Fe+(@mo-)/12)"*x 4 G o~(2mo-p)/n?)""x.

Como as funcdes de onda devem ser finitas, entdo devemos impor as restricbes D =0 e F = 0.

Sem estas restricdes, ¢;(x) = o quando x - —oo e @;;;(x) = o quando x — +oco. Com essas

observac0es, as funcdes ¢, (x) e ¢ (x) podem ser reescritas como seguem:

1/2

QDI(X) — Ce+(2m(Vo—E)/h2) x

o (%) = Ge—(Zm(VO—E)/hZ)l/Zx_
A solugéo na regido Il ja foi discutida anteriormente e é dada por
@11 (x) = Acos((2mE /h?)Y/2x) + Bsen((2mE /h?)Y/?x).
As constantes A, B, C e G podem ser determinadas usando as seguintes condi¢fes de contorno:
1) ¢:(0) = ¢;,;(0);
2) ou) =@ ;
3) #1(0) = ¢y, (0);
4) ou = i D.
As condicdes 3 e 4 vém do fato de que a derivada primeira da fun¢éo de onda deve ser continua.

Observe que a funcdo de onda é oscilante na regido Il e decai exponencialmente nas regides | e I11.
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Como ja comentado, classicamente, as regides | e 111 sdo proibidas, pois a particula ndo tem energia
suficiente para transpor a barreira de energia potencial, no entanto, existe uma probabilidade quan-
tica de encontrarmos a particula nestas regides. Este fendmeno é conhecido como tunelamento e
ocorre com bastante frequéncia na quimica. Como exemplos, podemos citar a emissao de particu-
las o por nucleos radioativos, a inversdo dos atomos de hidrogénio na molécula de amonia, a ro-
tacdo da molécula de CH; — CH;, reacOes de 0xido-reducéo e reacdes em que ocorre a transferén-
cia de hidrogénio.
Para o caso em que E > V,, a Equacdo de Schrodinger pode ser escrita como segue:

d?p(x) 2m

T h—z(E —Vo)o(x)(x) = 0.

A equacdo caracteristica para essa Equacdo é r2 + 2m(E — V,)/h? = 0, cujas raizes sdo

r = +i(2m(E — V,)/h?)Y/2. Como E > V,, entdo as solucdes nas regides | e 111 sdo:

@i (x) = Ceti(emE-1)/n?)"*x + De—i-(2m(E—Vo)/h2)1/2x,

o (x) = Fe”'(Zm(E-Vo)/hz)l/zx + Ge-i-(2m(E—Vo)/h2)1/2x.

Neste caso, ndo existe nenhuma razdo para que as constantes D e F sejam nulas. A solugédo é
oscilante e a particula pode assumir qualquer valor de energia, ou seja, a energia nao é mais quan-
tizada.

Exercicio. Considere uma particula em um poco de potencial unidimensional em queem x =0 0
potencial seja infinito e em x = L o potencial seja finito, digamos V,, como mostrado na Figura

4.5. Resolva a Equacdo de Schrodinger para este sistema.

Figura 4.5. Pogo de potencial em que o potencial na regido | é infinito (V' = o), na regido Il o
potencial é nulo (V = 0) e na regido Il o potencial é finito (V).
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4.7 Oscilador harmonico classico

No oscilador harmonico, uma particula oscila harmonicamente (movimento senoidal) en-
torno de uma posic¢éo de equilibrio, digamos x,. O modelo do oscilador harménico apresenta mui-
tas aplicacOes praticas, como, por exemplo, descrever as vibracdes moleculares classicamente,
fornecendo uma introducdo a varios conceitos importantes na quimica.

A Figura 4.6 mostra um corpo preso em uma mola de massa desprezivel que se desliza em

uma plataforma sem atrito. A forca da mola faz com que haja um movimento de oscilacéo.

N

x0

Figura 4.6. Oscilacdo de um corpo de massa m preso a uma mola de massa desprezivel em torno
de x,. Nesse modelo ndo ha atrito entre o corpo a superficie.

Na posicao x,, 0 corpo esta em equilibrio e a forca da mola sobre o corpo é zero. A equacao
diferencial que descreve o movimento de oscilacdo mostrado na Figura 4.6 pode ser obtida usando
as leis de Newton e Hook combinadas. A lei de Hook afirma que a forca exercida pela mola é
diretamente proporcional a distensdo e tem sentido oposto ao sentido do movimento do corpo. Esta
lei fornece bons resultados desde que nao haja deformacdo da mola. Matematicamente, o0 modulo

da forca exercida pela mola é dado por

onde k € uma constante que depende do tipo de material do qual a mola é feita. O sinal negativo é
introduzido nesta Equacéo para indicar que o sentido da forca se opde ao sentido do movimento.
A forca F,, produz uma acelerag@o no corpo preso na extremidade da mola de tal modo que deve-
mos ter F,, = ma. Usando esta informacdo na Equacao de Hook, obtemos a equacédo diferencial
do movimento oscilatorio classico:

d’x(t) k
0 ko (4.29)
dt?

A Equacdo (4.29) é uma equacdo diferencial homogénea linear de coeficientes constantes e de

segunda ordem. A solucdo geral desta equacgéo é
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x(t) = c,elk/m?t 4 ¢ g=ilk/m?t/2t
Usando a relacdo de Euler, podemos expressar essa solugdo em termos de seno e cosseno:
x(t) = Cycos[(k/m)2t] + Cysen[(k/m)*/?t], (4.30)
onde C; = ¢, + ¢y € C; = ic; — ic,. Usando a relacdo trigonométrica sen(x + y) = senxcosy +
cosxseny, podemos reescrever (4.30) como
x(t) = Asen[(k/m)*/?t + @)]. (4.31)

Expandido (4.31) e comparando com (4.30), vemos que C; = Acos6 e C, = Asen8, onde 6 re-
presenta a fase do movimento. A constante A em (4.31) representa a amplitude do movimento, ou
seja, a distancia do corpo a posicdo de equilibrio x,. Notamos ainda, em (4.31), que
x[t + 2m/(k/m)'/2] = x(t). Isto mostra que a quantidade 2m/(k/m)*/? é o periodo T de (4.31),

ou seja,

21 m
T = =21 |—.
Jk/m k
Definimos a frequéncia v como sendo o nimero de oscilacdes por unidade de tempo. Como

o0 periodo T é o tempo necessario para que ocorra uma oscilacdo completa, entdo periodo e fre-

quéncia sdo grandezas inversamente proporcionais, isto €,

_ - - | (4.32)

_1
V_T 2T m

4.8 Oscilador harménico quantico

Na secgdo anterior, resolvemos o problema do oscilador harmonico cléssico ndo amorte-
cido. Para sistemas grandes, isto é, sistemas para 0s quais 0 ato de realizar uma medida néo altera
o0 estado quantico do sistema, o modelo classico fornece resultados satisfatorios. No entanto, para
as oscilacGes dos atomos nos solidos e moléculas o efeito quantico é importante e devemos resolver
a Equagéo de Schrddinger para estes osciladores.

Para escrevermos a Equacéo de Shrédinger para o oscilador harménico quéntico unidimen-
sional, escrevemos, primeiro, a expressao da energia classica do oscilador:

p* 1

_F 2,02 4.33
Etot 2m+2kx. (4.33)
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O primeiro termo do segundo membro representa a energia cinética e o segundo a energia potencial
da particula. O que estamos procurando é a Equacdo Schrodinger independente do tempo, pois a
energia potencial desse sistema é independente do tempo e, portanto, podemos fazer a separacao
das varaveis na Equacdo de Schrodinger dependente do tempo. Substituindo as quantidades clas-
sicas da Equacdo (4.33) pelos respectivos operadores quanticos e multiplicando ambos os lados

pela funcdo de onda ¢ (x), obtemos a equacdo de Schrddinger para o respectivo oscilador quantico:

h® d” 1k 2 =FE 4.34

onde E representa a energia do oscilador harmdnico quantico unidimensional. Esta é a Equacédo de
Schrédinger procurada e €, também, um importante modelo para o entendimento de muitos feno-
menos quimicos. Manipulando algebricamente (4.34), obtemos uma equacéo diferencial homoge-

nia em que o coeficiente de ¢ (x) ndo é constante:

d?p(x) (2mE mk
dx? +( 72 _?xz)"’(") =0
Esta Equacdo pode ser simplificada se fizermos 2mE /h? = a e mk/h? = p?:
@"(x) + (a — B*x?)ep(x) = 0. (4.35)

O quadrado em S tem por objetivo simplificar os calculos que se seguirdo. A Equagdo (4.35) é
bem conhecida dos matematicos e envolve os polinémios de Hermite. No entanto, para melhorar
nossa habilidade na solucdo deste tipo de equacédo, vamos resolvé-la analiticamente. Para grandes
valores do modulo de x, o coeficiente de ¢ (x) pode ser aproximado para —B2x?. A Equagdo
(4.35) pode, entdo, ser escrita como
@"(x) — B*x*p(x) = 0. (4.36)

A solucdo de (4.36) é do tipo ¢(x) = e%*, onde a é uma constante a ser determinada. Derivando
¢ (x) duas vezes em relacdo a varidvel x, temos

@"(x) = (2a + 4ax?)e™’ ~ 4a%x2e™’, (4.37)
Em (4.37) usamos o fato de que para grandes valores de |x|, devemos ter 2a « 4a®x?. Substi-
tuindo ¢"'(x) e (x) em (4.36) e fatorando e%**, obtemos

(4a? — B?)x%e™*” = 0.

Como x2 # 0, pois estamos analisando o caso em que |x| é grande, entdo devemos ter 4a* — B2 =

0, 0 que nos permite obter o valor de a em termos de f3:
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N |

a=+

Como os valores de a, podemos escrever a solucdo geral de (4.36):

B B
o(x) = cez* + cye 2", (4.38)
A solucéo (4.38) ndo é aceitavel, pois quando x — t o, ¢ (x) — +oo. Isso contradiz a afir-
macao de que as solug¢des da Equacdo de Schrodinger devem ser finitas. Resolvemos este problema

exigindo que ¢; = 0. A solucéo assintotica de (4.36) é, portanto,

B
g(x) = e 2% (4.39)
A constante c, em (4.39) néo precisa ser escrita. Para valores pequenos de x, vamos procurar uma

solucéo do tipo

o(x) = e_gxzp(x), (4.40)

onde p(x) é um polinémio. Derivando (4.40) duas vezes e substituindo em (4.35), obtemos
B B B B B B
—Be T p+ p2xte X p—fxe 2 p' — Pxe X p' +e 25 p" + (a — f2x)e ¥ p =0,

e 2 [—Bp + B*x*p — Bxp’ — Bxp’ +p" + (a — B*x*)p] = 0.
A igualdade s6 se mantém se
—Bp + B*x*p — Bxp' — Bxp' +p" + (a — B*x*)p = 0.
Agrupando os termos semelhantes e fatorando p, temos que
p"" —2Bxp"+ (a —B)p = 0. (4.41)

A Equacdo (4.41) é bastante conhecida dos matematicos e é chamada de Equacao de Her-
mite, cuja a solucdo sdo os polindmios de Hermite. A Equacdo de Hermite é resolvida usando série
de poténcias. Neste procedimento, supomos que a solucdo de (4.41) possa ser escrita como uma

série de poténcias, isto €,
p(x) = Z cpx™. (4.42)
n=0

As derivadas primeira e segunda de (4.42) séo, respectivamente,

[09] o

p'(x) = Z ne,x™ = ) ncx™ 1,
(0e] (o]

p"(x) = Z nn—1c,x" 2% = Z(] +2)( + Dejyax’.

n=2 Jj=0
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Em p" (x) fizemos n — 2 = j para obter p” (x) = X72,( +2)(j + 1)cj42x7. Contudo, j e n sdo

variaveis dammy. Entdo, podemos retornar a variavel original n, isto €,

p"(x) = Z(n +2)(n + 1)c,x™

Substituindo p(x), p'(x) e p" (x) em (4.41), vemos que

o

Z(n +2)(n+ 1)cppx™ — 2Bx z ne,x™ 1+ (a — B) Z cpx™ =0,
n=0 n=0

n=0

Mm+2)(n+ 1Dcpx™ =2 ) nep,x™+ (@ —pB) ) cpx™ = 0. (4.43)

Colocando todos os termos de (4.43) sob um Unico sinal de somatorio e fatorando x™, obtemos

(o]

Z[(n +2)(n+ 1)cpyp — 2Bnc, + (@ — B)c,] x™ = 0.

n=0
Este polindmio so serd identicamente nulo se todos os seus coeficientes forem nulos. Portanto,
devemos ter (n+ 2)(n+ 1)c,4p — 2fnc, + (@ — B)c, = 0. Resolvendo esta Equagdo para

Cn+2, Obtemos

_2pnc,—(@—P)ey,  2fn—a+ P
T T T M+ ) m+2)m+ D

(4.44)
_@n+ 1B«
BCEPC TR
onde fizemos a = 2mE /h? e B = {mk/h2.
Cn+ 1 —«a (4.45)

C = Cp.
T m+2)(n+1) "
Essa formula de recorréncia leva a duas solucdes linearmente independentes, isto &, se fizemos

c, = Co, Obteremos a solucgéo par:

B B = B -
(Ppar(x) = 9_7x2p(x) = e_fxz Z Cpx™ = e_7x2 Z CleZI_ (4.46)

n=0,24, 1=0

Se fizermos c,, = c,, obteremos a solugéo impar:

o

B2 _B,2 B2 =
Pimpar() = e TP =T N gt = TN 02 (4.47)
n=135," 1=0

A solucdo geral é obtida fazendo a combinacdo linear da solugdo par com a impar:
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(0]

B2 c
P = A0par () + Bimpar () = 07 (Azcmx” +B cmlxﬂ“). (4.48)

=0 =0
A e B sdo constantes a serem determinadas.

As solucgdes (4.47) e (4.46) ndo sdo convergentes, isto &, sdo infinitas. Portanto, ndo séo
soluces aceitaveis. Para que essas séries sejam finitas, devemos impor a restricdo de que para
valores de n maiores do que certo valor v, todos os coeficientes c,’s serdo nulos, isto é,c,.1 =
Cpsz = Cypz = -+ = 0. Isto significa que em (4.45), para n > v, devemos fazer Qv+ 1) —a =

0. Resolvendo esta Equacéo para E, lembre-se que a = 2mE /h?, obtemos:

1\ Bh?
. (v +_)ﬁ_ _ (4.49)
2/ m
A frequéncia v é dada por
1 |k
S 2mm

Resolvendo essa Equacéo para k, vemos que k = v2(2m)?m. Usando o valor de k em 52, temos:

g2 = mk _ v?(2m)*m? (van)z
h? h? ho/’
vZmrm  wm
~"h  n’
onde w = 2mv representa a frequéncia angular da oscilagdo. Substituindo g em (4.49), obtemos
1 1
E = (U + E) wh = (‘U + E) Vh, (450)

onde v = 0,1,2,3,:--. Observe que 0s niveis de energia em (4.50) sdo igualmente espacados.
Usando a = (2v + 1) em (4.45), obtemos a férmula de recorréncia em fungéo de v:

_@n+Dp-Cv+1DB 2(n—v)p
T T O D+ ) Y )+ D

Com a restricdo dos coeficientes da série, a funcdo de onda para o oscilador harménico

(4.51)

pode ser escrita resumidamente como

_B
e"7% (co + Cux2 + -+ c,x”) parav par,

Py(x) = (4.52)

e 2° (c;x + c3x? + -+ c,x¥) paravimpar.

Os coeficientes de (4.52) sdo obtidos pela formula de recorréncia
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_ 2p(n—v)
2T T D )

e pela condicdo de normalizacdo. Por exemplo, a funcdo de onda do oscilador harmdnico quantico

para o estado fundamental, isto é, parav = 0, é

B
Po(x) = Coe_ixz-

Usando a condi¢do de normalizacdo podemos determinar a constante c,,.

B, * +o00 1/2

e -Ex By 2 i
1 =f (coe 2 ) coe 2" dx = 2|Co|2f e P dx = 2|c,|?

= %)

1/4
Usando o valor da constante c,, podemos escrever a funcdo de onda do estado fundamental como

segue:

1/4
B
oo =(5) " e (4.53)
s
Esta funcdo é simétrica em relacdo a ordenada y e tem valor maximo em x = 0. A funcéo de onda

do primeiro estado excitado, isto é, v =1, é

B
p1(x) = C1xe_7x2-
Usando a condigdo de normalizacdo encontramos a constante c;, isto &, c; = (483 /m)'/*. Substi-
tuindo ¢, em ¢, (x), obtemos a funcéo de onda para o primeiro estado excitado do oscilador har-

mdnico quéntico:

B
P1(x) = (483 /m)4xe™2". (4.54)
Observe que (4.54) € uma fungédo impar e, consequentemente, simétrica em relacéo a origem. Pau-
ling & Wilson derivaram uma férmula geral para as soluc@es ¢, (x) normalizadas do oscilador

harménico quantico:
1

1 ,3 7 _ﬁ_xz g2 dze_zz
o) === () e [(—1) e’ ]

onde z = f1/2x. O polindmio
2, —2z2

dzV
é bem conhecido dos matematicos e € chamada de Polinémio de Hermite. A relacdo

Hy(2) = (~1)7e?* %



101

2Hy(2) = VHyoa () + 3 s )

do Polindmio de Hermite é bastante util em muitas situagdes préaticas.
4.9 Energia de vibragdo do ponto zero

A principal diferenca entre o oscilador quantico e o cléssico é que quando v = 0, na Equa-

cao (4.50), o oscilador quantico ainda apresenta energia de oscilagdo, isto €,
E ! h
= —hv.
072

Isto significa que ndo é permitido ao oscilador parar a oscilagdo, ou seja, ficar completamente em
repouso. Esta energia € chamada de energia do Ponto Zero de Vibragéo (do inglés, Zero Point
Vibration Energy - ZPVE). A ZPVE é uma consequéncia do principio da incerteza de Heisenberg,
isto &, se fosse possivel parar o oscilador, conheceriamos com precisao as posicdes e as velocidades
dos do oscilador. O oscilador harménico quantico apresenta consequéncias que vai além das mo-
[éculas diatdmicas simples. O oscilador harménico forma uma base para o entendimento dos com-
plexos modos vibracionais para grandes moléculas, movimentos atdmicos nas redes cristalinas,
teoria da capacidade calorifica etc. Nos sistemas reais, 0 espacamento igualitario entre 0s niveis
de energia é validos apenas para 0s niveis de energia mais baixos onde o potencial harménico é

uma boa aproximagéo.
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5 MOMENTO ANGULAR QUANTICO

5.1 Momento angular quantico

Muitos fendmenos estudados pela quimica sdo entendidos a partir das consequéncias do
estudo do momento angular quantico. Entre estas consequéncias esta a Espectroscopia Molecular
Rotacional (EMR), cuja origem est4d no momento angular das moléculas. O estudo da EMR nos
fornece importantes informagGes sobre as caracteristicas fundamentais das moléculas como geo-
metria e comprimento de liga¢des. Outra consequéncia do estudo do momento angular é a Resso-
nancia Magnética Nuclear (RMN) e a Ressonancia Paramagnética Eletrdnica (RPE) que séo feno-
menos baseados na existéncia dos spins nucleares e eletronicos. Essas ressonancias nos fornecem
importantes informacdes sobre as estruturas e configurages das moléculas. As formas dos orbitais
atdbmicos sdo também definidas pelo momento angular orbital dos elétrons nos atomos. Essas for-
mas sao importantes na definicdo da orientacdo espacial dos orbitais atbmicos, os quais definem
as ligacOes quimicas e estereoquimica das moléculas. No caso em que 0 momento angular for
conservado, podemos usa-lo também para classificar os niveis de energia do sistema.

A Figura 5.1 mostra uma particula p girando em um circulo de raio r e centro ¢c com velo-
cidade v. Como a velocidade da particula tem uma componente perpendicular ao raio r, entdo

podemos definir para esta particula uma quantidade L, chamada de momento angular.
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Figura 5.1. Grafico mostrando uma particula p girando em um circulo de raio r e centro c.

Classicamente, 0 momento angular L é definido como sendo o produto vetorial do raio r

pelo momento linear p da particula, ou seja,
L=rXp.
Esta definicdo mostra que o0 momento angular é um vetor perpendicular aos vetores r e p, cujo
sentido € dado pela regra da méo direita. Observa-se que apenas a componente do momento per-
pendicular ao vetor r contribui para 0 momento angular. O médulo do vetor momento angular é
dado por
L = |L| = |r||p|sena,

onde a € o angulo formado entre os vetores r e p. As componentes do momento angular classico

séo definidas por

Ly =yp, — ZPy,
Ly = zpy — xp,, (5.1)
L, = xpy — YDx.

Essas componentes podem ser facilmente memorizadas usando a permutacéo ciclica. Outra
maneira pratica de memorizar as componentes (5.1) é construir uma matriz em que na primeira
linha colocamos os vetores unitarios i, j e k; na segunda linha colocamos as variaveis X, y e z e na
terceira linha colocamos as componentes p,, p, € p, do vetor momento linear e, em seguida, cal-
cula-se o determinante desta matriz, ou seja,

i j k
L=rxp=|x y z|=(yp,— 2Py 2Dx = XDs, XDy — YDx).
Px Py Pz
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Os correspondentes operadores quanticos das componentes do momento angular séo obti-
dos substituindo as quantidades classicas em (5.1) pelos respectivos operadores quanticos (regras

de quantizagdo), isto é,

dy
" o 0
Y 5.2
Ly m(zax xaz)' (52)
L= —in(x =y )
, = —i xay 7))

As equacoes (5.2) sdo os operadores quanticos para as componentes do momento angular.
5.2 Comutadores

Para resolvermos a Equacdo de Schroédinger para 0 momento angular, precisaremos do
conceito de comutatividade de operadores. Em geral, os operadores sdo grandezas matematicas
que ndo se comutam. Isto significa que, em geral, AB # BA. A comutacio entre dois operadores
é definida por

[4,B] = AB - BA. (5.3)
Se os operadores A e B comutarem, entdo AB = BA e, por definicio, temos que
[4,B] = o.
Também podemos definir o0 anticomutador como
(4,B} = AB + BA. (5.4)

Para descobrirmos se dois operadores comutam ou ndo, devemos aplicar o comutador em
uma funcéo genérica. Por exemplo, para verificarmos se os operadores x e d /dx comutam ou nao,
fazemos

d d d d d
[ﬁalf(x) = (’?E - af) fx) =% laf(x)l Xl = xf'0 — f(x) = xf'™
= —f().

Portanto, temos que
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Logo, os operadores X e d/dx ndo comutam. Isto significa que ndo podemos ter um conjunto
completo de autofungdes que sejam autofuncbes dos dois operadores ao mesmo tempo.
Sejam A, B e C operadores e k um escalar. Entdo as seguintes propriedades sobre os comu-
tadores sdo validas:
1) [4,8] = -[5,4];

2) [4, 4" =0, n=123,;

3) [k4,B] =[A kB] = k[A, B];

4) [A,B+C)=[4B]+][AC]

5) [A+B,¢]=[4,C]+[B,C];

6) [A4,BC] =[A B]C + B[A,C];

7) |4B,C] = [A C]B + A[B,C);

8) ekiBe~*4 = B + k[A,B] + % [4,[4,B]] —[A (4, B]”

Todas essas propriedades sdo facilmente demonstraveis usando a definicédo (5.3). Na terceira pro-
priedade, k representa um escalar.

Os operadores de ocorréncia comum na mecénica quéntica sio lineares. Um operador A é
linear, se obedecer as regras de linearidade, ou seja,

1) Alf () +g@)] = Af () + Ag(x),
2) Alkf(0)] = kAf (x),
onde k € um escalar e f e g sdo funcdes.

Se dois operadores comutarem, entéo eles terdo em comum um conjunto completo de au-
tofuncgdes, ou seja, em um Gnico experimento, podemos medir 0s observaveis relativos aos dois
operadores. Os observaveis, varidveis dindmicas ou funcdes de variaveis dindmicas, sdo represen-
tados, na mecanica quantica, por operadores. Obviamente, se dois operadores ndo comutam, eles
ndo possuem um conjunto completo de autofungdes em comum e, consequentemente, ndo pode-
mos medir, N0 mesmo experimento, 0s observaveis relativos aos dois operadores; precisaremos
fazer um experimento para cada observavel. Mas, isso ndo impede que eles tenham uma ou mais
autofungdo em comum.

Exercicios
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Mostre que quando dois operadores comutam entre si, entdo eles ttm em comum um conjunto de
autofuncdes. Adicionalmente, quando eles tém um conjunto de autofungdes em comum, ento eles
comutam.
Mostre que [%,p,] = [9,9,] = [2,9,] = ih.
Mostre que [£, p2] = 2h? aa_x'

_ha _ i,

Mostre que [£, H| = — - =Py

Como [%, p,] # 0, ndo podemos ao mesmo tempo medir os valores dos operadores X e p,

com qualquer grau de precisdo. Classicamente, podemos medir com qualquer grau de precisdo.

Como

[%, Dx] = iR,

entdo, podemos afirmar que o limite classico é obtido quando 2 — 0.

5.3 5.4. Operadores adjunto ou hermitiano conjugado

Definimos operador hermitiano conjugado ou adjunto como sendo um operador que sa-

tisfaca a propriedade

(0Tplp) = (#|00),  Vh,p €V, (5.5)

onde o operador @T ¢é o transposto conjugado de O ou adjunto de @. Abaixo, listamos algumas

propriedades do operador hermitiano conjugado:

i)
ii)
ii)
iv)
v)

Vi)

(p|0tp) = (O¢|¢p), onde tomamos o complexo conjugado;
(6" 0|0) = (9]0%0) = (00lp) = (0%)" =0

(a0t = a*0t;

(0, +0,)" = 6f + 65
(¢10,0,0) = (019]0.0) = (010 ¢ o)

(0,6,)" = 6367

Usando a propriedade ii) provamos facilmente a propriedade i):

(o]0 ) = ((0")"0|9) = (0w]#).

A prova da propriedade vi) pode ser feita como segue:
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Portanto, concluimos que (0,0,)" = 0167

Exemplo 1. Encontre o hermitiano conjugado ou adjunto do operador constante a + bi.
Seja 0 = a + bi,Va,b € R. Pela definicio, temos que
(O¢lp) = (4|0T9), Vo peV,
((a+b)¢lp) = (pl(a—bi)p) = (a — bi){p|p)
A Ultima igualdade vem da linearidade do produto interno na segunda componente. Portanto, o
conjugado hermitiano do operador a + bi é a — bi.
Exemplo 2. Encontre o conjugado hermitiano do operador d/0x.
Usando a definic¢éo de operador adjunto, temos

0]32)= | o0 ar =t e - [ 222w = (-52o)

Na obten¢do da segunda desigualdade, usamos integracdo por parte. O termo [¢*(x) @ (x)]%, €
nulo, pois as funcdes de onda ¢ (x) e ¢(x) sdo nulas no infinito. Portanto, o conjugado hermitiano
ded/ox é—0/0x.

Exemplo 3. Mostre que o conjugado hermitiano do operador

0=(; 1)

o'=(o 1)

Devemos mostrar que (0F¢|p) = (¢|0¢), Yo, € V que ¢ definicdo de operador hermitiano

conjugado. Entdo, sejam |¢) e |¢@) dois vetores quaisquer, ou seja,

0= < 10=())
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Temos que provar que os dois lados de (0F¢|p) = ($|0¢) sdo iguais. Comecando pelo lado es-

querdo, temos

)=(*3")

= ac + chi + bd (5.6)

0'o=(, )G
(0¢lo) = (a+bi b)(})
Agora, trabalhando o lado direito de (0 ¢|¢) = (¢|0¢), temos

oo =(; D(@=(a+c)
($l00) = (a b)(, ;) =ac+bd+bci (5.7)

Comparando (5.6) com (5.7), vemos que a igualdade (0F¢|p) = (¢|0¢) se mantém. Por-

G V)

tanto, o complexo conjugado de

5.4 5.5. Teorema da compatibilidade

“Se dois os operadores 4 e B tém em comum um conjunto completo de autofuncdes, entao eles
comutam. E vice-versa”.
Quando dois operadores comutam, dizemos que eles sdo compativeis. Isto significa que os

observaveis relativos aos operadores podem ser medidos independentemente um do outro em qual-

quer ordem, ou seja, em um Unico experimento podemos medir os observaveis dos dois operadores.

Prova. Nesta demonstra¢do, vamos usar o fato de que os operadores da mecéanica quantica sdo
lineares. Sejam dois operadores A e B que tém em comum um conjunto completo de autofuncdes
{l®,)} com os respectivos autovalores a,, € 8,. Logo, podemos escrever

ABlgpn) = A(Blgn)) = ABnlon)) = Bu(Alpn)) = Bratnl@n)

BAlpn) = B(Algn)) = Blanlen)) = an(Blpn)) = anfnlen).
Subtraindo estas duas equacdes, obtemos

(AB — BA)@n) = (Bactn — anfn)lgn) = 0

Como o conjunto {|¢,,)} é completo, entdo podemos expandir o autovetor |¥) em termos das fun-

cOes de base {|@,)}:
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#) = calgn)

n

Logo,

(4B - BA)W) = (4B = BA) Y culon) = ) ca(AB — BA)lg,) =0 = AB - B =0.
n n

Consequentemente, podemos concluir que se dois operadores A e B possuem em comum um con-
junto completo de autofuncgdes, entdo eles comutam, ou seja, [A ,B] =0.
Agora, suponha que [4, B] = 0. Seja {|¢,)} um conjunto de autofungGes do operador A
com autovalores {a,,} ndo degenerados. Como [A , L?] = 0, entdo podemos escrever
ABlgn) = B(Al@n)) = B(anl@n)) = an(Bley))-
Concluimos, portanto, que o autovetor B|¢,) é autovetor do operador A associado ao autovalor
a,,. Isto significa que o autovalor de B|¢,,) € no maximo uma constante multiplicativa, digamos,
B Portanto, podemos concluir que
Blgn) = Balen), (5.8)

ou seja, as autofuncdes {|¢,)} sdo também autofuncdes do operador B. Se as autofuncdes
{lo1), l02), -+, @), } forem m degeneradas, entdo a combinacédo linear destas autofuncdes dege-
neradas, [Y) = c¢;]@1) + c1l@,) + -+ Cl@y), € também uma autofuncio do operador A com o
mesmo autovalor a,,, ou seja,

Al = A(crlor) + cil@z) + - cmlom)) = anlelQr) + c1l@2) + -+ cmlom)) = anlp).
De acordo com o resultado (5.8), |1) é, também, autofuncdo do operador B com autovalor S, ou
seja,

Blip) = B(crlgr) + c1l@z) + -+ el @m)) = Balcil@r) + c1l@z) + -+ cml@m)) = Balih).
Operadores que comutam sédo chamados de CSCO (Complete Set of Commutating Observables).

5.5 5.6. Principio da incerteza de Hesenberg

A média da dispersdo dos valores de uma medida entorno da sua média (A) é chamada de
variancia, que em estatistica costuma-se usar o simbolo ¢? para representa-la e na quimica quan-

tica usamos o simbolo (AA4)?:

(A4)2 = 07 = (A — (A))2) = (A2) — (A)? = f (A — (4D 2.
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O desvio padréo é obtido tomando-se a raiz quadrada da variancia:

o4 = (AA) = |62 = \[(DA)2.

O desvio padrédo é a medida de dispersdo mais comumente usada e faremos uso do desvio
padrdo como medida da incerteza de uma propriedade A. O principio generalizado da incerteza de
Heisenberg afirma que o produto dos desvios padrao de duas propriedades de um sistema quantico

com fungéo de estado y é dado por
1 PN
AAMB = 5 | f 1/;*[A,B]t/)dt|, (5.9)

onde [4, B] representa o comutador dos observaveis A e B. A demonstragdo do principio (5.9)

para dois operadores hermitiano A e B é simples, mas exige certa abstracdo. Inicialmente, vamos

definir duas funcdes, digamos f e g, de tal que
f= (A — (A))l/} e g= i(E — (B))l/}.
Usando estas defini¢des, obtemos as seguintes relagdes:
(FIf) = (W(A = (D)|(4 - (A)p) = (|42 — A4) — ()4 +(4)*|p)
= (¥|4%[y) — (Y| &) |y) — (W [(AA[p) + WIA)* )
= (4%) — 2(ANA) +(4)* = (A%) — (4)* = j [(A—<a)]"( ddr
_ fll)*(/i —(A)) (4 — (A))wdr = flp*(,ci — ) pdr = (242, 10
(9lo) = [[i(8 — (BY)8]'i(B — B)wdr = [ (B - (B)(B - (B)war

- flp*(é —(B))“pdr = (AB)?.

Agora, vamos definir a integral I tal que I = (f + sg|f + sg), onde s é um parametro real
arbitrario. O integrando |f + sg|? de | é ndo negativo em todos os pontos e, portanto, deve ser
sempre positivo, exceto quando f = —sg. Neste caso, o integrando é nulo e, portanto, ndo é posi-
tivo. Zero € um ndmero que ndo € positivo e nem negativo. Temos dois casos a ser analisado: 1)
f =—sge?2)f * —sg.Desenvolvendo a integral | para o primeiro caso, temos:

I=(f —sglf —sg)={glg)s® — (flg) + (gl Ns +{fIf). (5.11)

Este polindmio em s s6 admite duas raizes iguais e nulas se tivermos 4ac = b?, ou seja, se

K glgXflIf) = [{flg) + (gl )]>.



111

No caso 2, o integrando de | sera sempre positivo. Isto significa que as raizes de (5.11)

devem ser complexas. Portanto, o discriminante de (5.11) devera ser negativo, ou seja,

HglgifIf) > [{flg) + (g1 ]2

Combinando os dois casos, temos que

Aglg)fIf) = [{flg) + (gl f)]> (5.12)
Desenvolvendo (5.12) obtemos (5.9):

HglgifIf) = [{flg) + (gl
= [[1GA = caw]i(8 - @) + [[1(B ~ )] (4 a))per]

([ WA= )8~ Brypar + [ =i~ EN)(A - )]

- f *(iAB — iA(B) — i(4)B + i(A)(B) — iBA + iB(4) + i(B)A

2 2 2
— i(B)(A))lpdT] = [ f V*(iAB - iBA)lpdr] = [i f ¢*[A,1§]¢dr]
Usando (5.10) e dividindo ambos os lados desta Equacéo por 4 e tirando a raiz, obtemos (5.9), ou

seja,

1 - A
AAAB > EU V*[4, Blydr

5.6 5.7. Operadores quanticos do momento angular

Se os operadores L,, Ey e L, comutarem, entdo eles possuirdo em comum um conjunto de
autofuncdes, ou seja, em um Unico experimento poderemos medir as trés componentes do vetor

momento angular. Para determinarmos se os operadores L, e Zy comutam, devemos mostrar que

~

[L.,L,] = L,L, — L,L, = 0. Usando as equacdes (5.2), obtemos
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o 8 aN[ _( of of
LxLyf=Lx(Lyf)=—lh( E—Z@) [—lh(Za—X£>]
__p2 af 0*f o0’f , 0%*f N 0*f
- Yax "V az0x V¥ 82 "% yax T P ayaz)

e

“ay
92 92 92 2
°f o°f o°f = _of i
x0z x0y 7?2 y zoy
—h? zyaa 66 xya +xa +xzaa .

= < Yax " Vaz0x V¥ 02 " F ayax P ayoz
( Of L0 ¥f of 3f )l

of o*f o*f 0% 02f>

WYoxaz “axay 32 9y om0y

Portanto, vemos que [L,,L,] = ikL,. De modo similar, obtemos [L,,L,] = ihL, e [L,, L] =
ihiy. Estes resultados mostram que os operadores das componentes do momento angular ndo co-
mutam. Isto significa que ndo podemos ter um conjunto comum de autofungdes dos operadores
Ly LyeL,.

Definindo o vetor momento angula ao quadro como 2 = |Z|2 = I3 + 12 + L%, vemos que
L* comuta com os operadores Ly, L, e L,. De fato,

(2] = (22 + I3 + 12,L) = [12,L] + (B3, L] + [T, L] = (23,1, + [12,.]

=L, Ly|L, + L)Ly, L] + [L, Ly]L, + L, [L, Ly
= —ihL,L, —ihL,L, + ihl,L, + ihL,L, =0
Portanto, o operador L? comuta com o operador L,. Isto significa que eles tm em comum um
conjunto de autofungdes. De modo similar, vemos que L? comuta com L, e L,, isto &,
[12,L,]=0 e [I?L,]=0.
Como L? comuta com os operadores L,, L, e L,, entdo podemos ter um conjunto de auto-

funcdes comuns ao operador L? e a uma das componentes do momento angular ao mesmo tempo.

Mas, ndo podemos determinar simultaneamente duas componentes do momento angular, pois elas
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ndo comutam. Nosso trabalho sera determinar um conjunto de autofuncdes comum dos operadores

[* e L,. Poderiamos ter escolhido a componente L, ou L,, pois L* comuta com todas elas.

5.7 Operadores do momento angular em coordenadas esféricas

Se tentarmos encontrar as autofung¢6es usando coordenadas cartesianas, veremos que a Equa-
cao de Schrodinger ndo é de varidveis separaveis. No entanto, a Equacdo de Schrodinger é de

variaveis separaveis em coordenadas esféricas.

A

Y

Figura 5.2. Relagdo gréfica entre coordenadas esféricas e cartesianas.

Com a ajuda da Figura 5.2 e um pouco de trigonometria, podemos encontrar as relacdes
matematicas que converte as coordenadas cartesianas em coordenadas esféricas:
X = rcospsend;
y = rsen¢gsend;
Z = rcos0;

rf=xt 4y’ +z% (5.13)
z

A x? +y2+ZZ’

y
t = —
ang po

cosO =

Em coordenadas cartesianas, um ponto fica completamente especificado quando sdo dadas
as suas coordenadas x,y e z. Em coordenadas esféricas, um ponto fica completamente especifi-

cado quando os valores de 6, ¢ e r sdo conhecidos, ou seja,
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g(x,y,z) = f[H(x,y,Z), ¢(x,y, Z),r(x,y,z)].

Usando a regra da cadeia, podemos relacionar as derivadas parciais em coordenadas cartesianas

com as derivadas parciais em coordenadas esféricas:

(29, -, D)., (0, (), (),
@) -, @) ), ),

G, -G),, &), G, G, Ga), 5.,

Para converter as equacOes acima em equagdes de operadores, é so deletar as funcdes auxiliares g

ef:
5),,= &), G, 5+ Gr),. a5
&) =G) G %G 19
&), = &), (Z—i)xy% (Z—f)x,y %
Derivando r,6 e ¢ em relacdo a x, y e z em (5.13), obtemos
ar _ ar _ ar _
(a)yz = sen(@) cos(¢p); (@)x'z = sen(0) sen(¢); (g)x,y = cos(0);
(Z_i)y _ COS(G)rCOS(¢); (Z_}H/)m _ cos(@)rsen(dﬂ; (Z_Z)xy _ senr(é?); 5.15)
(50, =7ty (), ooy (2, -

Usando (5.15) em (5.14), obtemos as equacOes que convertem os operadores diferenciais em co-

ordenadas cartesianas para operadores em coordenadas esféricas:
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cos(@)cos(¢) 0 sen(¢) 0 _
r 90 1 -sen(0)dp’

cos(@)sen(¢) 0 cos(¢p) 0 .
30 ' r-sen(0)9p’

0 0
(a)y’z = sen(0)cos(¢) F +

9] 0
(—) = sen(6)sen(¢) E + (5.16)

0y/ s
0 0 sen(0) 0
(&)x,y—ws(@)a—r‘ T

Usando as relacdes (5.16) em (5.2), obtemos os operadores das coordenadas do momento angular

em coordenadas esféricas:

~

, d d
L, =in [sen(q.’)) T + cot(0)cos(¢) %] ;

- d d
I o= 9 2], 17
y ih [cos(d)) 50 + cot(0)sen(¢) 3ol (5.17)

. 9

LZ = —lh% .
o operador L? ¢ obtido elevando ao quadrado os operadores L,, L,, e L, e somando-os:
?=12+12+1%=-h az+ tea+ Lo (5.18)

TR Ty TRz T 962 " °9% 50 " senz6 992 ) '

5.8 5.9. Autofuncgdes e autovalores do momento angular
Observe que em coordenada cartesiana o operador momento angular L? depende de x, y e
z. Mas, em coordenadas esféricas o operador momento angular s6 depende de 6 e ¢. Nosso pro-
blema agora ¢ encontrar o conjunto de autofunces comuns de L? e L,, o qual é denotada por Y =
Y (6, ¢), ou seja,
I?Y(6,$) = cv (6, $);

. (5.19)
L,Y(0,¢9) =bY(6,9).

onde ¢ e b sdo os autovalores dos operadores L2 e L, respectivamente. Como o operador L, s6

depende de ¢, entdo podemos tentar uma solucdo usando o método da separagdo de variaveis, ou

seja, vamos escrever Y (6, ¢) como
Y (6, ¢) = S(6)T(¢). (5.20)
Usando o operador L, na segunda equacéo (5.19), obtemos
0

—ih%Y(ﬁ, ¢) =bY(6,9)
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a _
=i 52 SOT(@®) = bSOT(H).

Como o operador L, s6 depende de ¢, entdo podemos simplificar S(8):
0
—lh%T((ﬁ) = bT ().
Resolvendo esta Equacdo para T (¢), obtemos
T(¢) = Ae'®/n, (5.21)
onde A é uma constante de normalizacdo e b € o autovalor que ainda precisamos determinar. ¢ €

um angulo que varia de 0 a 2. Contudo, a funcdo de onda deve ser monovalorada, ou seja,

T(¢ + 2m) = T(¢). Usando esta condicdo de contorno em (5.21), obtemos

ib(¢+2m) ibp
Ae h = Ae h

ib¢ ib2m ibg
Aehe b =Aeh

ib2m b2m b2m

e h =cos (—) + isen (—) =1. (5.22)
h h
A Equacéo (5.22) so sera satisfeita se
b2m 2
A = TMAULTL.

Portanto, b = +m#. Substituindo b em T(¢) = Ae®®/" obtemos
T(¢) = Ae™? comm = 0,+1,+2,- (5.23)

A constante A pode ser obtida usando a condicdo de normalizacéo, ou seja,
21 21 ] ] 21
1= f IT(p)|?dep = f Are MPpeimPdp = |A|2f d¢ = |A|*2m.
0 0 0

Consequentemente, |A| = (1 /2n)1/2. Portanto, as autofunces do operador L, sdo

/1 .
T(¢p) = gem@ comm=0,+1,+2, -, (5.24)

com os respectivos autovalores dados por b = mh, onde m = 0,+1, +2,---. Este resultado mostra
que a projecédo do vetor momento angular no eixo-z, ou seja, a componente L, € quantizada.
Nosso proximo passo é encontrar as autofuncdes do operador L?, resolver a Equagio
I?Y(8,¢) = cY (6, ).
ou, mais especificamente,
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[?S(O)T(¢) = cS(OIT ().
Substituindo L? e T(¢), obtemos

we (2 g2y L0 5(6) L oim — S(6) _pimg
w+cog %-I_senzﬁaqbz wme T C me

d?s(6) ds(8) m25(0) c
FTE + cotg 0 senZ0 =—ﬁ5(9). (5.25)

A Equacéo (5.25) é bastante conhecida na matematica e pode ser resolvida usando serie de

poténcias. Mas, antes de tentarmos a solucgdo de (5.25) por série de potencias, precisamos coloca-
la no formato adequado. Ou seja, vamos fazer

w = cosf e S(0) = G(w).
Temos que encontrar as derivadas d25(0)/d6?% e dS(8)/d6 em funcio de G (w) para substituimos

em (5.25):
ds(@) dGw)dw B dé(w) . / dG(W)_
6 = aw g g, —TA-wHYE
ds(e) _ /2 4G(w)
a6 = AW g (529)

Em (5.26), se deletarmos as fun¢des S(8) e G(w), teremos o operador diferencial de primeira

ordem para esta Equacdo, ou seja,
d d
— (1 — w2)1/2 . 5.27
do A =w?) dw (5.27)
A derivada de segunda ordem é dada por
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d?s(0) _ [ (1 - wiyis2 dG(W)]

d6?
dG(w) dG(w)
- [— w2)1/2] /22 w2)1/2 A
gl - G e g ()
1 dw dG(w)
- __ 2\-1/2
S A= w2 (—2w)
dG(w)
_ _ 2 \1/2 [ _ w2)1/2
A=w9 ( d-w9 dW)( dw )
1 da
=—§(1—W2)_1/2(—2w)[ (1- Wz)l/z] (W)
_ (1 _ W2)1/2 ( (1 W2)1/2 ) dG(W)
dw/\ dw
dG(w) d*G(w)
-V aw +A-wh dw?
Na segunda linha, fizemos uso da Equacéo (5.27). Portanto, a derivada segunda de S(8) é
d?s(9) 5 d?G(w) dG(w)
—(1— — . 5.28
gz~ W) TV, (.28)
Substituindo (5.28) e (5.27) em (5.25), e fazendo
tgl = id
cotgoe = a —w2)1/2
obtemos
d*G(w) dG(w) dG(w) m?2G(w)
w2 _ w2)1/2 —
d=w5) awz "V aw (1- W2)1/ (1 =w dw 1—w?
c
= _ﬁG(W)
d?G(w) dc(w) Jc m?
— w2 — - — =
1—-w?) Tz 2w T + 3 1_WZlG(W) 0. (5.29)

Ainda precisamos fazer mais uma mudanca para obtermos uma férmula de recorréncia de dois

termos na solucdo em série, ou seja, vamos fazer

Gw)=(01- WZ)@H(W).

Derivando esta expressdo em relacdo a w, obtemos
m| dH(w)

dG(w) __1
- =—-wm|(1-w?)2 Hw)+ (1 —-w ) aw




2 m .
: G(ZV) = —ImI(L—w?) 2 " HwW) + 2wl (M - 1) (1—w?)'Z 2H(w)
dw 5
dH dH
—wlml(1 - w) 3Dy gy )
+(1- W2)|2ﬂl d*H(w) .
dw?

Substituindo as derivadas em (5.29), obtemos

2 i, 2 m| 2y
(1-w?{—-Im|(1 —w?)2 "Hw) + 2w?|m| 7—1 (1-w?*)z “H(w)

—wlml(1 - w2 B 1 -y )
dw dw
Iml d?H(w)
Rk T}
_ZW{ wim|(1 - Wz>—'-1H<w>+<1-Wz>@—d’255”}

c m? Im|
——— | (1-w?)Z Hw) = 0.
+ 3 1_Wzl( w*) w)=0

Dividindo tudo por (1 — w?)™/2 obtemos
(1—-w? {—Iml(l —w?) IH(w) + 2w?|m| (@ - 1) (1—-w?)2H(w)

—w|m|(1 —w?)"?!

dH(w) L dHWw) N dZH(W)}

_ 2
dw wiml(1 —w?) dw dw?

(W)

—ZW{—wlml(l— w?)~TH(w) +

—|m|H(W)+2w2|ml<——1>(1 w2)"THw) — w|m| (W) dH(w)

—w|m| Tw

d?H(w)
dw?
2

m
2lH(W) =0.
-w

dH(w)
dw

+ (1 —w?) + 2w?|m|(1 —w?) H(w) — 2w

Tl

m? ~ 0o
}+ 72 1_Wle(w)— .
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Reagrupando os termos, obtemos uma equacdo diferencial ordinaria de coeficientes ndo constantes

em H(w), a qual esta pronta para ser resolvida usando série de potenciais:
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d*H dH
1- WZ)# —2w(m|+ 1) dl(/vW) + [% — |m|(|m]| + 1)] H(w) = 0. (5.30)

Para resolvermos a Equacao (5.30), vamos supor que a solucao seja do tipo

o)

H(w) = Z caw™. (5.31)

n=0

Derivando (5.31) duas vezes e substituindo em (5.30), obtemos

(1-w?) Z con(m — DHw™2 — 2w(jm| + 1) Z cnwn?
n=2 n=1

- (5.32)
¢ n
+ [z = il + D] ) cqwr =
n=0
Colocando todos os termos no mesmo limite do somatério, obtemos
Z Cpez(n+2)(n+ W™ — Z con(n — Dw™ = 2(Im| + 1) cpnw™
n=0 n=0 _ n=0 (533)
¢ n
+ [z = il + D] ) cqwn =
n=0
Colocando sob o0 mesmo sinal de somatério, obtemos
Z [(n +2)(n+ 1)cpyp, — (n— Dnc, — 2(m| + Dnc,
n=0 (5.34)

¢ n
+ | = Iml(ml + D] g | w™ = 0.
E claro que este polindmio so sera nulo se
(n+2)(n + Denyz — (1= Dncy — 2(ml + Dncy + [5 = Iml(Iml + 1] ¢, = 0.

Rearranjando os termos, obtemos uma formula de recorréncia de dois termos:
Cc

(n+ D (n+ Denyr = (0 = Dney +2(Iml + Dncy — [z = Iml(iml + D] e

Cc

(n+ 2+ Degsr = [0 = D+ 2(Im| + Dn — -

+ Iml(fml + 1) | e

(n+ 2+ Densa =[G+ ImDn+ (ml + D+ Iml) = 3] e

(n+ D)+ Densa =[G+ MmN+ [l + D) = ] e
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_(+mDm+|m|+1) —ch™?
Cnt2 = n+2)(n+1) -

O polinémio gerado por essa formula de recorréncia é infinito, o que leva a uma funcéo de onda

(5.35)

infinita para 0 momento angular de uma particula. Para tornar a funcdo de onda finita, devemos
truncar o polinbmio, ou seja, todos os termos do polinémio para valores de n maiores do que,
digamos, k serdo nulos. Isto significa que ¢, = cx4+1 = Cr4+2 = -+ = 0. Portanto, devemos fazer o
numerador de (5.35) igual a zero:
n+mDn+|m|+1) —ch 2 = 0;
c=m+|mDn+ |m|+ 1)A? (5.36)
Os nimeros n e m sdo inteiros. Entdo podemos definir um outro nimero inteiro [ de tal modo que
[ = n+ |m|. Logo, (5.36) pode ser rescrita como
c = 1(l+ 1)h?, (5.37)
onde c representa o autovalor do operador momento angular L?. Novamente, observamos que a
quantizacao apareceu devido as condi¢Ges de contorno que foram impostos ao sistema.
A Equagcdo L?Y (8, ¢) = cY (6, ¢) pode ser reescrita como
I?Y (6, ) = I(1 + 1)R?Y (6, ¢). (5.38)
O madulo do vetor momento angular € dado por |L| = \/mh. As autofuncdes do operador

do momento angular ao quadrado L? s&o dadas por

Sim(8) = GW) = (1 — w?) T H(w), (5.39)

onde w = cos6 e H(w) é dada por
k

H(w) = Z cwh,

n=0

onde o polinémio foi trucadoemn =k e

_(+mDn+Iml+1) —ch™®
Cn+z = m+2)n+ D) e

Como fizemos | = n + |m|, entdo fazendo n = k obtemos k = [ — |m/|, ou seja,

I-|m|

Hw) = Z caw™.

n=0

Reescrevendo (5.39),

Sim(0) = G(w) = sen!™ (0)H(w),
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obtemos uma solucdo para k = | — |m| par:

I-|m|
Si.m(8) = sen™l(9) z C2nc0521(6), (5.40)
n=0
e outrapara k = [ — |m| impar:
I-|m|
Si.m(8) = sen™!(6) Z Con41€0S2™TL(0). (5.41)
n=0

As funcbes S;™(8) séo conhecidas, na matematica, como fungdes associadas de Legendre
multiplicadas pela constante de normalizacdo. As autofuncGes do operador momento angular sao
chamadas de esféricos harmonicos e sdo dadas por

1\7/2
V0,9) = Sim(0) (52) €™,

Existe uma formula geral para escrever S, ,,,(6) dada por

1
[et+1A=1mD "2 5.42
Sl,m(g) —[ 2 (l+ |m|)| Pl (W)' ( . )
onde Pl'm'(w) é dado por
1 |m| dl+|m|
[m| — =z
RO = gy (= w2 g (W7~ 1

coml=0,1,2,--;m = —L--lew = cos6. Os correspondentes esféricos harménicos sdo obtidos

1 .

2041(1— [mD1 72
47 (I — |m])!

multiplicando (5.42) por

ou seja,

Y/™(0,¢) = [ P™ (w)eimo, (5.43)

A Table 5.1 mostra alguns esféricos harmdnicos escritos usando a formula (5.43).



Table 5.1. Esféricos harmoénicos para algumas solu¢ées do momento angular quantico.
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[=00m=0
l=1,m=-1
l=1,m=0
l=1m=1
l=2,m=-2
l=2,m=-1
l=2m=0
l=2m=1
l=2m=2

11
YOO(H,d)) ZE\/;

1 (3
Y71(6,¢) = > ’Zn senfe”®
. 13
Yl (9, d)) = E g 059
113 ,
YL(8,9) = > /Esenee“p
1 (15 )
Y;2(0,¢) = 7 z—sen266‘2‘¢
1 (15 )
Y, 1(0,¢) = > ﬁsenecosee‘“p
0 115 2
Y, (6,9) = I ;(3605 6—-1)
1 (15 )
Y10, ¢) = ) ﬁsenecosee“ﬁ
1 [15
YZ(6,9) = 2 /2 sen?ge?i®
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6 ROTOR RIGIDO E ESPECTROSCOPIA
ROTACIONAL

6.1 Rotor rigido de duas particulas

Definimos o rotor rigido como sendo um sistema formado por duas particulas ligadas entre
si por uma vareta rigida sem massa e que gira em qualquer direcdo entorno do centro de massa das
particulas. Como a distancia entre as duas particulas é fixa, entdo a energia do sistema é constituida
inteiramente de energia cinética rotacional e translacional, isto é, o sistema ndo apresenta energia
potencial. A energia cinética do sistema é dada por

2 2

Ecin = ZPWaa + Zprb (6.1)

onde os subscritos a e b denotam os dois corpos. Vamos denotar as coordenadas do corpo a por

Xq, Vo € Z, € as coordenadas do corpo b por x,y, e z,. Para reduzirmos este problema de dois

corpos a um problema de um Unico corpo, vamos definir novas coordenadas relativas x, y e z por
X =Xq — Xp; Y =Ya~ Vb Z=2q — Zp- (6.2)

As coordenadas cartesianas do centro de massa de um sistema de N particulas sdo obtidas usando

as médias ponderadas, ou seja,

N

=1"9%
X ==

N N

y = 2=t g = 2i=1%
N ’ - N ’ -
j=1™My j=1"Y =17

onde m; representa a massa da particula j. No caso particular em que o sistema tem apenas dois

corpos a e b, as coordenadas do centro de massa séo dadas por

 MgXg + mMpxy v = MaYa + MY 7 = MaZa ¥ MpZp (6.3)

mg, +m, mg, +m, mg, +my
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Usando as equacdes (6.2) e (6.3), podemos obter as coordenadas do corpo a e do corpo b em

termos das coordenadas relativas x, y e z e das coordenadas do centro de massa X,Y e Z. Ou segja,

mp mp mp
Xy=X+—L—x; Yo=Yt —2—y; 2, =Z+—L2 7
ma+mb ma+mb ma+mb
m m m
xb=X——ax; ybzy——ay, Zb=Z_—aZ
ma+mb ma+mb ma+mb

Em notacdo vetorial, podemos escrevé-las como
myp mg
re=R+——r =R———r (6.4)
mg + my mg + my '
Como s0 estamos interessados na rotacdo do sistema e ndo na sua translacao, entdo pode-
mos escolher o centro de massa como origem do sistema de coordenadas. Ou seja, vamos fazer

R = 0. Logo, devemos ter
mp mg
r,=——r; ry, =——Tr.
" mg+my, b Mg +my, (6.5)

Derivando (6.5) em relacéo ao tempo e substituindo em (6.1), obtemos

£ - P N p; 1 (mamb 1«>2+ 1 (_ mymg 1'")2
‘o 2m,  2m, 2mg \my + my, 2my \ mgy +my
1 mimp 1 mimy ., lmgmp+mémy,

= r re ==
27'na (ma + mb)z 2"lb (ma + mb)z 2 (ma + mb)z

_ lmamb(mb + ma) .o 1 maMp . o

= =7
2 (mg+my)? 2(mg +my)
1 mgm, 1
E.,K=—————809——¥%=—pi?
cin 2 (ma + mb) r 2 ,Llr (66)

onde u é chamado de massa reduzida do um sistema de duas particulas a e b, a qual foi definida
por
m,my
" gt ©7
Como ndo ha energia potencial para este sistema, pois as duas particulas estdo ligadas por

uma vareta de massa desprezivel, entdo o hamiltoniano s6 contém o operador da energia cinética:

2
H =—-—V2
2p

O laplaciano em coordenadas esféricas é dado por
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10 6+162+cot06+ 1 K
T2 arr or 12002 r2 060  r?senf d¢p? (6.8)

No caso do rotor rigido, r, que representa a distancia relativa entre as duas particulas, é constante.

Logo, as derivadas em relagdo a r em (6.8) séo nulas. Consequentemente, o hamiltoniano em co-

ordenadas esféricas para o rotor rigido pode ser escrito como

H = n az+ tea+ L 0% _ 1E2 (6.9)
— 2ur2\ae2 o506 T send ap2 )  2urz”’ '
onde fizemos uso do operador L? em coordenadas esféricas:
I? = —n? o + cotf g + L o
- 962 " °“ 30 T seng ap? )

Desse modo, a equacdo de Schrédinger para o rotor rigido pode ser escrita como

27 LY (6,0) = BV (0, 9). (6.10)

Usando (5.38) em (6.10), obtemos

ZWZJU + DR*Y™(6, ¢) = EY/™(6, ¢)
_JU+DR* U+ DR?

- - - 6.11
E 2 S ] =0123, (6.11)

onde I representa 0 momento de inércia do sistema de duas particulas definido por
I = ur?.
Para diferencial do momento angular, trocamos [ em (5.38) por J. Quando J = 0, a energia do
rotor rigido é zero e aumenta nao linearmente com o aumento de /. Observe que 0s niveis de
energia do rotor rigido ndo sdo igualmente espacados.
As autofuncdes do rotor rigido, Y;™ (6, ¢), dependem de m, e m variade —/ a +/. A energia
do rotor rigido ndo depende de m. Portanto, os niveis de energia do rotor rigido sdo 2] + 1 dege-
nerados. Como no caso do momento angula, m representa a projecdo do vetor momento angular

do rotor rigido no eixo z. E bom lembrarmos que o modulo do vetor momento angular rotacio-

nal, /J(J + 1)h, representa o momento angular de duas particulas que giram entorno de um centro

de massa, tomada como origem.

6.2 Espectroscopia rotacional
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Para que haja transicdes entre os niveis de energia rotacionais, a molécula deve ter mo-
mento de dipolo permanente. Se a molécula for apolar, entdo ndo havera espectro rotacional. Ha
também uma regra de selecdo para as transi¢des rotacionais, isto &, as transi¢oes rotacionais per-
mitidas ocorrem quando

A] = +1.

O espectro rotacional puro encontra-se na regido das micro-ondas ou do infravermelho dis-

tante e a frequéncia v pode ser calculada, aproximadamente, usando a formula AE = hv, ou seja,

_AE (B —E) [0+ DU+ 1+ DR —J( + DA’
~h h a 4hl

=2 1) ——;
v U+ Vg

h
_ | — — 6.12
14 2(/ 1)B' B 87'[21’ ] 01112131 ) ( )

onde B ¢ a constante rotacional da molécula e I € o momento de inércia. Os calculos mostram
que as energias de transi¢cdes para valores baixos de J estdo na mesma ordem de magnitude de kT
na temperatura ambiente. Portanto, a temperatura ambiente, muitos niveis rotacionais sdo acessi-

veis.
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7 ATOMO DE HIDROGENIO

7.1 Atomo de hidrogénio

Neste capitulo vamos resolver a Equacdo de Schrodinger para atomos hidrogendides, ou
seja, atomos com numero atbmico Z e apenas um elétron na eletrosfera, como por exemplo, o
atomo de H, o a4tomo de Hel*, o dtomo de Li?* etc. Estes sistemas atdmicos sdo formados por
uma regido central positiva chamada nucleo e um elétron que supostamente gira ao seu redor;
sendo, portanto, um problema de forc¢a central. A energia potencial destes sistemas depende apenas
da distancia r do elétron ao ndcleo, a qual pode ser escrita como

1 Ze? 7.0)
ey T '

V(r) =-
onde Z representa a carga nuclear; e representa a carga do elétron e g, € a permissividade elétrica
do vacuo. Aqui, ndo usamos a notagao vetorial, pois r refere-se a distancia do elétron ao ndcleo.
A Equacdo de Schrodinger para atomos hidrogendides pode ser escrita como

2
(—h—Vz + V(r)) @(r) = E@(r), (7.2)

2m

onde V() representa o operador para a energia potencial de interaco elétron-ntcleo. Esta Equa-
¢do ndo e de variaveis separaveis em coordenadas cartesianas, mas é separavel em coordenadas
esféricas. Usando o laplaciano em coordenadas esféricas em (7.2) obtemos

[h2<az 20 10* 1 g 1 1 02>

_— — —_— —_ —_ tgf — —_——
2u \0r? + r or + 2002 + AT + r2 sen?6 d¢?

(7.3)
+ V(r)l @(r,0,¢) = Eo(r,0,¢),

onde u representa a massa reduzida. Como
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[* = —n? az+ g6 4 — i
- 262 " 9% 50 " senze ag2 )

podemos simplificar (7.3), ou seja,

hz 62 2 9 Z:Z 3
Pﬂ(ﬁ " FE) Tt V(r)l @(r,0,9) = Ep(r,6, ). (7.4)

Vemos que o hamiltoniano # em (7.4) esta escrito, em coordenadas esféricas, como uma
soma de trés termos, onde o primeiro e o terceiro termo dependem apenas de r e 0 segundo depende

der, 0 e ¢, istoé,

o (220N L ) = ) + B 0.0 + )
~ 2u\dr? ror) 2ur? Ty = 2(r 6, 3\ (7.5)

Neste caso, a Equacdo de Schrodinger resultante pode ser resolvida pelo método da separacdo de

variaveis. Observamos, inicialmente, que o hamiltoniano (7.5) comuta tanto com L? quanto com

L,. De fato,
PN hz (0% 20 I? ~ -
21| AT fo" 20 2
[}[,L]—l 2,u<6r2+r6r> 2 +V(r),Ll
92 20 . A
= —_— - L2 %] =
I 2,u<6r2 r@) I+I2mr2' l+[V(r), |=o0
7.1,] = h? 62+za +L2 FPLL
L 2u\ar? Crar)  2ur? Tk
h

B 20 s L e e =0
| 2u\orz ror) 2ur2’ % bzl =T

Na demonstragdo das comutatividades acima, usamos as propriedades dos operadores. Como 0s
operadores #, L? e L, comutam entre si, entdo podemos ter um conjunto de autofun¢des comum
aos trés operadores, digamos ¢(r, 8, ¢). Da Equacdo (5.38), vemos que
I? = 1(1 + 1A%
Portanto, (7.4) pode ser reescrita como
h2 (0% 20 I(1+ 1)h?
—ﬂ(ﬁﬂw)m 0, ¢)+—<p( 6,¢) +V(r)e(r,0,¢) 76)
=Eqp(r,0,9).
Como L% e L, sdo funcBes somente de 6 e ¢, entdo os esféricos harmonicos podem ser multipli-

cados por qualquer funcdo de r que ainda continuam sendo autofuncdes de L? e L,, ou seja,
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@(r,0,¢) = R(rY™ (6, ¢). (7.7)
onde R(r) é uma funcdo que sé depende de r, chamada de func&o radial. Usando (7.7) em (7.6)
e dividindo por Y;™(6, ¢), obtemos

w]{(r) + V(r)R(r) = ER(r)

2

_ <R”(r) + ;R’(ﬂ) +

2u 2ur
ou
(. 2 I(l + 1)h? B
_Z<R (r)+ ;R (r)) + (7 + V(r))R(r) = ER(r). (7.8)

Usando (7.1) em (7.8), obtemos

n:( 2 [l + 1)h? 1 Ze? 3 _
_Z<R (r) +;R (r)> +< TR P— )R(r) = ER(r);

. 2, 2u 2ul(l+1)A* 2u 1 Ze? B
(R (T)+;R (r)>+<ﬁE_ﬁW+ﬁ4ngoT R(T')—O,

R ZR’ 2 I(l+1) 2 Z R(F) = 0-
) +; )+ h?4me, e? 2 h?4mey, r ) =0;
U e? 4me, ue?
a \ZZ-J a
o2 2E 27 I(1+1)
R (T) + ;R (T) + [m E - 2 R(T) = 0. (79)

Em (7.9) fizemos as seguintes definicdes:

h%4me, . e’
a= > e e‘= .
ue 4me,

E interessante notarmos que se identificarmos a massa reduzida u com a massa do elétron m,,

entdo a definicdo de a é, na verdade, o raio da primeira érbita de Bohr, ou seja,

Podemos identificar a definicdo de e’ com lei de Coulomb, ou seja,

el el
1 e?r e e 1r e’ r

dmeg 12 7| JAmey /ATe, r2|r| 2 |r|

A Equacdo (7.9) e uma equacao diferencial homogénia de coeficientes ndo constantes, a qual deve

ser resolvida usando séries de poténcias. As suas solucdes sdo chamadas de fungdes de onda
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radiais. No entanto, se tentarmos resolver (7.9) diretamente, obteremos uma férmula de recorrén-
cia de trés termos. Tentaremos um procedimento similar ao feito para o oscilador harménico, isto
é, encontraremos primeiro uma solucdo para grandes valores de r e depois procuraremos uma

solugéo para pequenos valores de r. Para grandes valores de r, a Equacéo (7.9) se transforma em

2E
RII
"+

J& temos experiéncia em resolver equacdes do tipo (7.10), cuja solugéo é

R(r) = 0. (7.10)

R(r) = eJ_r(—ZE/ae’Z)l/zr — exCr (7.11)

onde fizemos

2 2 2
2E Z,UE ae’z = h_4‘7'[80 € — h_ .
C = —m = —? e U eZ 477:50 u (712)

Se E > 0 em (7.11), entdo teremos

_ 1/2
R(r) = eii(%) r

Neste caso, a solucdo é oscilante e a energia pode assumir qualquer valor positivo, ou seja, a ener-
gia ndo é quantizada. Esta solucdo representa estados ndo ligados e ndo é normalizavel. Para os
estados ligados, isto €, para valores de E < 0, devemos ter

R(r) = etlr,
ou seja, o coeficiente de r € real. Como a funcao de onda deve ser finita, ou seja, R(r) — 0 quando
r — oo, entdo devermos optar pelo sinal negativo, isto é,

R(r)=e™ ",
onde r varia de zero a infinito. Nossa tarefa de agora em diante serd encontrar as solugdes para
valores pequenos de r. Para determinarmos R (r) para valores pequenos de r, vamos adicionar um
polinémio em R(r), ou seja,

R(r) =e “"K(r), (7.13)

onde K(r) é um polindmio.
Derivando (7.13), obtemos
R'™ = —Ce C"K(r) + e "K' (r);
R"™ = C2e™"K(r) — 2Ce™"K'(r) + e"“"K" (1),

Substituindo essas derivadas em (7.9), obtemos
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2
C?e K (r) = 2Ce™K'(r) + e™ K" (r) + = (=Ce K (1) + e~ "K' (1)

2E 27 1(l+1 (7.14)
l 5+ —— ( > )le-CrK(r)=o.
ae’ ar r
Dividindo (7.14) por e~¢" e reagrupando os termos, obtemos
2 2E 27 l(l+1
CZK(r)—ZCK’(r)+K”(r)+—(—CK(r)+K’(r))+l > zZ_ U > )lK(r)
r ae'’ ar r
= 0.
K" +(2 ZC)K’ +[C* + 2k 2C+ZZ aCht) K@) =0
)+~ (r) T T = (r) =0. (7.15)

Usando a primeira definicdo de (7.12),

2
= ae'?

em (7.15) e multiplicando tudo por 72 e reagrupando os termos, obtemos

r2K" 4+ 2r — 2Cr)K' + [(2Za™* = 20)r — (1 + 1)]K = 0. (7.16)
A Equacdo diferencial (7.16) possui uma singularidade regular em r = 0. Para encontrarmos a
solucdo dessa Equacdo entorno do ponto » = 0, usamos o0 método de Frobenius. Esse método con-

siste em fazer

K(r)=rs Z cpr? = Z cpTP*s, (7.17)
p=0 p=0

onde 0 expoente s € um parametro a ser determinado. Derivando (7.17) duas vezes em relacdo a

r, obtemos

K@) = ) 0+
p=0

K" = Z(p +5)(p+5—1Dc,rP*s72,
p=0
Substituindo essas derivadas em (7.16), obtemos
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r? Z(p +5)(p+5s—1DcprP™72 + (2r — 2Cr?) Z(p + 5)c,rPtst

+[(2Za~t = 20)r — 11 + 1)] Z cp1P*s = 0,
p=0

Z(p +5)(p+s—1)c,rP*s + 2 Z(p +5)c, Pt —2C Z(p + s)c,rP*stt
p:O p:O p:()

+(22a=20) ) Pt =1+ 1) ) Pt =0,
p=0 p=0
Fazendo p + s = j + s + 1, no primeiro, segundo e quarto termos, obtemos

Z G+s+ DG +S)gpr/st1 +2 z G+ s+ Dcjyqr/ ™t —2C E(p + 5)c,rP*stl

j=-1 j=-1
+(2Za! - ZC)Z e, P (1 + 1) z Gyt T = 0.
j=-1
Agora, fazendo j = p, pois j e p sdo indices mudos, e colocando todos os somatorios comegando

em 0, temos

s(s —1)cers + Z(p +54+ D+ 5)cparPHH + 2500r° + 2 Z(p + 54+ Dy rPtstt
p=0 p=0

— ZCZ(p +5)cprP*$t + (2Za™! - 20) Z CprPHtt —I(1 4+ Dcor?
p=0 p=0

—1(l+1) Z Cppr"PHHE = 0.
p=0

Rearranjando os termos, obtemos
[s(s —1) +2s — (L + 1)]c,r®

+ Z[(p +s5s+ D@ +8)cpir +2(0+ 5+ Dy —2C(p + 5)c,
p=0

+(2Za™' = 20)c, — I(1 + Dcpyq JrPHs*2 = 0.

Este polinémio sé serd identicamente nulo se
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ss—D+2s-1(1+1)=0 (7.18)

P+s+D@+)cp1 +2(0+s+ Dy —2C(p + 5)cp, + (2Za™t = 2C)c,
- l(l + 1)Cp+1 = O
De (7.18), obtemos

(7.19)

sP+s—-1*-1=0, (7.20)

cujas raizes sdo s = L e s = —L — 1. Agora, como estamos fazendo

o)

K(T‘) = T'S Z Cprpﬁ

p=0
entdo s = [ é uma solucéo que nos serve. Mas, a solugdo s = —I — 1 faria com que tivéssemos
1

—1-1 _

r
que € infinito em r = 0. Portanto, sé nos interessa a primeira solucao.
De (7.19), obtemos

2C(p+s)— (2Za™* - 20)
Cp+1 = — Cp
p+s+Dpp+s)+2p+s+1)-1(l+1)
Fazendo s = [ em (7.21) e reagrupando os termos, obtemos
3 2Cp+ 1) —(2Za™t-20)
T Gt D+ D+ 20+ L+ D) I+ D P (7.22)
2C(p+1+1)—2Za™?

(7.21)

P T L  pltplt P tpt+it2ptalt2—12—17
2C(p+1+1)—2Za™?
Ty pltpltptepr2l+2 ?
2C(p+1+1)—2Za™t 2Cp+1+1)—2Zat
Cp+1 =

p2rp+2pl+2p+20+27 pp+D+2p(A+D+20+D°P

_20(p+l1+1) - 2Za~t
T L+ D+ 20+ D+ D P

_20(p+1+1)— 2Za" !
P T ) r2l+2) P (7.23)

que é a formula de recorréncia para obtermos os coeficientes c, do polindmio

Kr)=1! Z cprP.
p=0
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A série K(r) ndo é convergente. Portanto, devemos trunca-la para algum k > p, ou seja,
devemos fazer ¢, = cx41 = Crx42 = Cr43 = -+ = 0. Isto significa que o numerador (7.23) deve
ser nulo parap = k:
2C + 2Cl+ 2Ck — 2Za™ 1 = 0,

20k +1+1)=2Za™ L. (7.24)
Os valores possiveis de k sdo 0, 1, 2, 3, -+, ou seja, podemos truncar o polindmio para qualquer
valor de p. Como k e [ sdo numeros inteiros, entdo podemos fazer

n=k+I1+1, n=1,23,-- (7.25)
A Equacdo (7.25) mostra que
l<n-1,

ou seja, L pode variar de 0 até n — 1. Usando (7.25) em (7.24), obtemos

Cn=Za™". (7.26)
Usando o valor de € = (—2E/ae'?)/? em (7.26), obtemos
( 2E )1/ 2z 2, 77
—_—— = — = — = —_—
ae'? . ae'? T
Z%e'? 1
E=-"—— (7.27)
Usando o valor de a = h%/ue'? e e’ = e/(4mey)/? em (7.27), obtemos
_ ZZ ,ue'4 3 _Zzlle4i
2n2 A2 8e2h? n? (7.28)
onde e a carga do elétron. A formula de Rydberg, Equacdo (2.55), pode ser obtida de (7.28). De
fato,
hc Z%ue* 1 Z%pe* 1 Z?ue* 1 1
AE=hv=—=E,—Ef=——s——a— |~ — =—<———);
A 8e2h? n? 8e2h2 k?] 8e2h%\k? n?

_ Z%ue (1 1)—R (1 1)
A7 8e2h3c\k?2 n2)” "H\k2 n2)

onde R, = 1,096776 10~ 7m é a constante de Rydberg. A Equacdo (7.25) mostra que a mais alta

poténcia do polinbmio
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K(r)=r! Z cprP
p=0

ék=n—1-1,ouseja,
n-Il-1
K(r) =1t Z cpr?. (7.29)
p=0
A funcéo radial pode ser escrita substituindo (7.29) em (7.13):

n—i-1

-1
Ry (r) =e "K(r) = e_% rt Z cpr?, (7.30)
p=0
onde a = h*/ue'?. Os subindices na funcéo radial R, ;(r) foram adicionados para tornar explicita
a dependéncia da funcéo radial em relagdo aos nimeros quéanticos n e I. A fungdo de onda completa
para atomos hidrogendides é dada, em coordenadas esféricas, por

Prim(1,6,9) = Ry (r)Y™(0,$) = Ry (1) S (6) T (), (7.31)
onde0<r<o,0<0<m0<¢<2meT,(¢) =(2n)"2e™®, Usando o elemento de vo-
lume em coordenadas esféricas,

dV = r?senfdrdfde,

podemos normalizar a funcdo de onda ¢,,;,,, (7, 6, @), ou seja,

00 AT (2T
] J J |@rim (1,6, §)|? r2senbdrdfde = 1,
0 0 Yo

21

fooR,Zu(r)rz drfﬂSﬁn(H)seanﬁf T2(¢p)dep = 1.
0 0 0

Estas integrais podem ser normalizadas separadamente, ou seja,

2

jOOR,le(r)rz dr =1, JnSlzm(B)senQdB =1le J T2(p)dep = 1. (7.32)
0 0 0

Usando (7.26) em (7.23), podemos reescrever a formula de recorréncia para a determinagdo dos

coeficientes c,,:
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2C(p+1+1)—2Za™? 2C(p+1+1)—2Cn
PTG T D 20+ D+ D G+ Dp+r2l+2) P

2Z (p+1l+1)—n

na(p+1)(p+2[+2)p

ZZ p+l+1)—n
nap+D@+20+2)" (7.33)

Como mostra a, a fungéo radial Ry, ; () s6 depende dos nimeros quanticos n e I, sendo que
n=123:- e 0<l<n-1.

Cp+1

Por exemplo, paran = 1 el = 0, o polinémio (7.32) é dado por

Rio(r) = coe %7/9, (7.34)
que representa a funcéo radial para o estado fundamental. A constante ¢, € determinada usando a
condicdo de normalizacédo (7.32), ou seja,

[ee]
f lco|2e~2%7/%2dr = 1.
0

=22

Usando o valor de ¢, em (7.34), obtemos a funcdo radial normalizada paran =1el = 0:

3/2

3/2

Z
Rlo(r) = 2 (E) e_Zr/a.

Usando procedimento analogo ao descrito anteriormente, podemos obter as funcdes radiais

para atomos hidrogendides. A seguir, listamos as funcdes radiais paran = 1,2 e 3:

Tabela 7.1. Funcgdes radiais normalizadas paran = 1, 2 e 3, onde associamos a letra s para l =
O,pparal =1edparal = 2.

n [ Funcdo radial R,;(r)
1 0 R (1) =2 (E) e~%r/a,
1 (2\3/? Zr
0 :_(_) ( __) —-Zr/2a
2 RZS(r) \/i a 1 2a e
1 (Z2\%*
1 RZp(r) — \/_(a) re—2r/2a
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AN 27r  27%r?
0 R = _(_) 1= —-Zr/3a
=0 =375 ( 3a " 27a2>e
3/2 2..2
3 1 R; (r) = ;<£) E_Z r e—2r/3a
p 276 \a a 6a?
1 /z\/?
2 R (1) = (_) r2e—Zr/3a
3a(1) 81730 \a

Multiplicando as funcgdes radiais da Tabela 7.1 pelos respectivos esféricos harménicos da-

dos na Table 5.1, obtemos as respectivas funcbes de onda ¢,,;,, (r, 8, ¢) para os atomos hidroge-

noides:

Tabela 7.2. Func@es de onda normalizadas para atomos hidrogenoides paran = 1,2 e 3.

n L m Funcoes de onda hidrogenoides ¢,,;,, (1, 8, ¢)
AN
1 0 0 r,0, = _<_) e—Zr/a
®100( ®) 7=\a
7 3/2
0 0 fpzoo(T.H.(l))— (a) ( ) ~7r/2a
7 5/2
-1 Qy1-1(1,0,0) = (E) e—2r/20 gon g —i®
i 5/
1 /Z
1 0 (P210(T, 9: d)) = 4 2 (E) ZT/ZaCOSH
5/2
1 (p211(r) 9; ¢) = > ZT/Zasengei¢
\/_ a
AN 18Zr 27%r?
0 0 = (—) —Zr/3a
©300(7, 6, 0) 81\/5 - < . + - )e
1
1 (2\2 12\ Zr? .
-1 ®31-1(1,6,9) = 8_1(;> (a) < T—7>e_zr/3asenee“¢
3 1
1 AN 772
! 0 = — - —-Zr/3a
¢310(7.6, ) 81 (n) (a) < L >e cosf
L 52
1 1 (2)2 (Z)
/) \a

©311(1,0,¢) = —

81

2
( r— ZL) e ZT/30gonp0el®
a
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1 (Z\"/? y .
-2 (Psz—z(r; 9’ ¢) — (_) T.Ze—Zr 3asenzee—2i
162y \a
1 Z 7/2 .
-1 ©3;-1(1,0,0) = S1vn (E) r2e=2r/30genfcoshe ¢
I3
2 0 1 z\""? 2,-2r/3 2
©320(1,0,0) = (—) rce“7/°%(3cos“0 — 1)
81ver \a
1 ©321(1,0,9) = TN (E) r2e~2r/30senfcosfe ¢
I3
1 7 7/2 .
2 ©322(1,6,¢9) = 162\/—(5) r2e=2r/3agon2Qe2i¢
T

Como pode ser visto na Tabela 7.2, exceto quando m = 0, todas as fungdes de onda hidro-
genoides sdo complexas. A energia dos &tomos hidrogendides ndo depende de m, ou seja, as fun-
¢Oes de onda dos 4tomos hidrogendides sdo na verdade degeneradas. Qualquer combinacgéo linear
de autofuncdes de niveis de energia degenerados é também uma autofuncdo do respectivo nivel
com o0 mesmo autovalor. Isto significa que podemos combinar as autofungdes complexas para
obter autofuncdes reais. Por exemplo, podemos combinar ¢,,_,(r, 8, ¢) e ¢,,,(r, 6, ) para pro-

duzir uma funcdo real com o mesmo autovalor, isto &,

1
—[21-1(1,0, @) + 9211(1, 6, P)]

V2
1[1 (2052 . 1 (2052 .
= NG [W_ (E) re~%/20senpe =it 4 W= (E) re~%1/20senpel®
I I
1[ 1 /2\%? y
=—|—=|=] re ?"?%senB(cos¢p — iseng)
V2 l&/E(a)
L )
+ —(—) re~%"/24senf(cos¢ + isenqb)l
8Vm \a
1] 1 /2\%? 1 (Z\%?
= ﬁlg_ (a) re_Zr/zasenQ(ZCOS(l))l = 4\/2— (a) e_Zr/ZaTS€n0C05¢.
I I

O fator multiplicativo 1/+/2 é a constante de normalizagio da combinag&o linear. Em co-
ordenadas esféricas, temos que x = rsenfcos¢. Isto significa que a combinacdo linear anterior

pode ser reescrita como
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5/2

Zp _ 1 (z) xe—ZT/Za (7 1)
Y a2r\a '

Uma segunda maneira de combinarmos as funcées ¢,,_,(r, 08, ¢) e ¢,,,(r, 8, ¢) para pro-

duzir uma segunda funcéo real é

1
—[0211(1,0,0) — @21-1(1,6, )]

iv2
5/2 5/2
) e
i T T
- |- (= re~2"/2%senf(cosp + iseng)
iv2 SJE(G)
1 (2)\%? y
- (= re~%7/2%senf(cosp — isene)
8Vr (a)
1 [ 1 2\ /
-~ | (Z re~2"/2%senf(2iseng)
idi[SJE(a)
1 Z\/?
— —) e % /2%rsenfsen
421 (a) ’

em que 1/iv/2 é a constante de normalizagio da respectiva combinagao linear. Lembrando
que em coordenadas esféricas y = rsenfseng, podemos reescrever esta combinacao liear como

segue:

5/2

Zp _ 1 (E) ye—Zr/Za. (7 2)
Y 4\2m\a '

A fungdo ¢,4,(r, 0, ) € real e como z = rcos6 em coordenadas esféricas podemos rees-

crevé-la como
5/2

1 Z -Zr/2a
(pZIO(rﬁ 0) ¢) = 4m (E) re cosf
1 (Z\*?
2. = - -Zr/2a_ 7.3
pZ 4\/% <a> ze ( )

Por esta razdo a chamamos de 2p,. Observe que as funcdes 2p, e 2p, continuam sendo

autofuncdes do operador L?, mas ndo sdo autofuncdes do operador L,. O procedimento usado an-

teriormente para obter fungdes reais a partir de fungées complexas pode ser estendido para estados
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mais altos. Essas funcgdes reais podem ser obtidas a partir das funcdes complexas fazendo as subs-

tituicoes
~ sen(mlg)
Leimcb - \/E ou
V2m 1
ﬁ605(|m|¢>)

Quando m = 0 a funcdo de onda ja é real. A Tabela 7.1 lista as fun¢des de onda hidroge-
noides paran = 1,2 e 3.

Tabela 7.1. Orbitais hidrogendides reais paran = 1,2 e 3.

n l m Funcdes de onda hidrogendides reais.
3/2
1 0 0 1S:i(§) e=7r/a
Vr\a
3/2
0 0 25‘ = 1 (z) (2 _ ﬁ) e—Zr/Za
4+/2m N\ a
2D, = (—) re~%/2%senfcos¢
1 4+/2m \a
2 5/2
1 /Z
1 0| 2p, = (—) re~%r/2acos@
42w \a
1 (Z\%?
11| 2p, = (—) re~%r/2%sen@send
y
42 \a
1 (Z\3/? 18Zr  2Z%r?
0 0| 3s= (_> 27 — T_|_ Zr e—Zr/Sa
81v3m \a a a
1
e —
1 Dy s1\=) \Z r » e senfcos¢
1
1 2\2 (Z\/? Zr?
3 1 0 :_(_> (_) _ET\ -zr/3a
3p, s1\z) \g 6r a e cosf
1
13, — 1(2 z<z)5/2 o - 2T\ p-zrsagyng
Py a1 ;) - r— = e senfsen¢
- 1 z\""? y
2 3d,2_,2 = (—) r2e~%"/3%sen0cos2¢
2 ¥ 81W2n\a
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\/E 7 7/2
3d,, = W(E> r2e~?7/3%sen@cosOcosp
Iis
1 (z\'?
3d,> = e (E) r2e~27/34(3¢c0s20 — 1)
\/E 7 7/2
3d,, = o~ (E) r2e~?7/3%senfcosOsene
T
7/2

1
3d,, = ———
o 812r

Z
(E) r2e~?7/3%sen?0sen2 ¢




