Espaco de Hilbert

O espaco de Hilbert € um tipo especial de espaco vetorial. O espaco de Hilbert apresenta
todas as propriedades de um espago vetorial ordinario com mais algumas propriedades
caracteristicas. Matematicamente, definimos o espaco de Hilbert como sendo um espaco vetorial
completo (“sem buracos”) com produto interno e norma induzida pelo produto interno.

Alguns autores ainda exigem que o espaco de Hilbert () deva ser separavel. Um conjunto
é separavel se possui um subconjunto enumeravel (contavel) e denso. Um conjunto A é contavel
ou enumeravel se existir uma fungdo f injetora do conjunto A a algum subconjunto dos N =
{0,1,2,3,--- }. Se além disso, a funcéo f for sobrejetora, portanto bijetora, ja que é injetora, entdo
0 conjunto A é um conjunto contavel e infinito, ou seja, tem a mesma cardinalidade dos N. Por
outro lado, dizemos que um conjunto A é denso em um conjunto M, digamos, se A = M, onde A
denota o fecho de A, isto €, o conjunto de todos o0s pontos aderentes de A.

Dissemos, ainda, que o espaco de Hilbert é completo. Isto quer dizer que toda sequéncia de
Cauchy é convergente. Uma sequéncia (a,),ey € de Cauchy se, e somente se, Ve > 0, In, € N
tal que, se m,n > n, = |a,, — a,| < €. Portanto, em uma sequéncia de Cauchy, a distancia entre
dois termos consecutivos aproxima-se de zero no limite em que m e n tende para infinito.

Os espacos de Hilbert podem ser de dimensdes finitas ou infinitas. Como exemplos de
espacos de Hilbert de dimensdo finita podemos citar R™, C" etc. como exemplo de espacos de
Hilbert de dimensédo infinita, podemos citar o espaco das funcGes com valores complexos

quadraticamente integravel (L). Neste caso, podemos definir o produto interno por
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(p(x), () = f 0" () (x)dx — finito.
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Em mecénica quéntica, exigimos que a integral seja finita para que a funcdo de onda seja
normalizavel. Dai a restricdo de que as funcdes sejam quatraticamente integraveis. Por exemplo,

0 produto interno
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(e*, e?¥) = f e*e?* dx - infinita.
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Portanto, ndo poderiamos usar essas funcdes na mecanica quéantica, pois o produto interno nao

existe.



