Operador linear

Um operador é uma entidade matematica (O: E — E) que atuando a esquerda de um vetor
ket |a) € E retornaum vetor ket |b) € E, ou seja, éla) = |b). De modo similar, quando o operador
atua a direita de um vetor bra produz outro vetor bra: (a|O = (b|.

Como o vetor ket ¢, por defini¢do, uma matriz coluna e o vetor bra € uma matriz linha e o operador
linear é representado por uma matriz, ndo faz sentido escrevermos |a)d ou O{al.
Estas notagbes (Ja)0 e O(a|) sdo notacBes proibidas. Uma outra notacdo que também ndo é

permitida é |a)|b) ou (a|(b|. Note que

a;\ /b,
a b

iy ={ " || 7
a,/ \b,

Este produto néo faz sentido.
Em mecénica quéantica, estamos particularmente interessados nos operadores lineares, ou
seja, operadores que obedecem ao seguinte axioma:

O(ala) + B|b)) = aOla) + BO|b) paraV|a), |b) € E eVa, B € K.

Exemplo 1. O operador diferencial d/dx € linear, pois

df (x)
dx +

dg(x)
dx

d
(@@ +pg00)) =a g

Exemplo 2. O operador integral ¢ linear, pois
](af(x) + ﬁg(x))dx = ajf(x)dx + aJ g(x)dx.

Exemplo 3. O operador vV n#o é linear, pois

Jaf (o) + Bg(x) # af(x) + B/ g(x).

Um operador linear, que representa uma transformacéo linear, pode ser representado por
uma matriz e fica completamente determinado se conhecermos seu efeito sobre os vetores da base.
No R2, por exemplo, a matriz que representara o operador sera uma matriz 2 x 2, ou seja, uma

matriz do tipo



~_(a b
0= (C d).
Se quisermos determinar a matriz que representa o operador, basta conhecer o seu efeito sobre 0s
vetores da base. Por exemplo, suponha que a base ortonormal seja {|a), |b)} e que
Ola)=|b) e Ol|b)=|a)

Agora, suponha que a representacao dos vetores |a) e |b) sejam dadas por

) =(g) e 1)=(])
ol =10y = (¢ (o) =()={29

o =1=(¢ =0 =63

Portanto, a matriz que representa o operador O na base {|a), |b)} é

5= o)

Dada uma base ortonormal {|i)}, temos que

Logo,

O operador O pode ser escrito usando o formalismo braket.

Ola) = |b),
onde os vetores |a) e |b) escritos na base {|i)} sdo dados por
a B
w={?] e m=(F
®n ﬁ.n

Aplicando o operador @ no vetor |a), temos

z(’lj“j
O11 Oz =+ Op aq d B1
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Portanto,



P :Zo”“f" @
O vetor |b) escrito na base {|i)} € dado por
|b>=ziﬁi|i> -

Usando (2) em (3), obtemos

by =0la) =" Oya;li) = )" Oyt I @
J Lj

i

Como |a) = X a; |j), entdo a; = {j|a). Substituindo a; em (4), obtemos

Ola) = > 0y(jla) i) = D 0y lila) = | > 01001 | la), -
i,j Lj Lj
o

N&o se esqueca que (j|a) (escalar), e os escalares podem multiplicar os vetores tanto pela direita
quanto pela esquerda. Podemos concluimos, portanto, que o operador O na notacéo braket é dado

por
0 =Zjoi,-|i><j|. ©

Esta notagéo faz sentido, pois }; ; O;; |i){j|, com entradas O;;, ao ser aplicado a um outro vetor,

j!
resulta em um novo vetor. Por exemplo, vamos considerar, por simplicidade, o espa¢o de dimenséo

trés. Logo,

3
0= oyl
Lj
= O l1N(1] + 012 1)1 + O35 [1)31+051 211 + 05,12)(2]
+ 05312031 + 051131 + 05513)(2] + 03513)(3]

1 1 1
= Op (0) 1 0 0+ Oy (O) (0 1 0)+ Oi3 (O) 0o 0 1
0 0 0

0 0 0
+ 021<1)(1 0 0)+ 022(1)(0 1 0)+ 023<1>(0 0 1)

0 0 0
0 0 0

+ 03 (0) (1 0 0+ O3 (0) (0 1 0)+ Os3 (0) 0 0 1)
1 1 3



1 0 O 0 1 0 0 0 1 0 0 O
= 01110 0 O]+ O42(0 O O]+ 04310 0 O+ Ox111 0 O
0 0 O 0 0 O 0 0 O 0 0 O
0O 0 O 0 0 O 0 0 O
+ 0,,(0 1 0]+ 0,50 0 1|+ O30 0 O
0O 0 O 0 0 O 1 0 0
0O 0 O 0 0 O
+ 032 0 0 0]+ 033 0 0 O
0 1 0 0 0 1

011 012 013

= 021 022 023

031 032 033
que é a representacdo matricial do operador @ na base candnica {|1),|2), |3)}. Mudando a base
muda a forma matricial do operador. Os elementos da matriz que representa o operador @, podem

ser obtidos multiplicando (6) a esquerda por (m| e a direita por |n), obtemos os elementos da

matriz que representa o operador O:
(ml0]n) = > 0 (mlid(jn) = > 0y Sy = O -
Lj Lj

Ou seja, os elementos da matriz que representam o operador sdo dados por
(0)n = (m[O]n). ®)
Usando a relagéo (6), vemos claramente que a aplicacdo do operador sobre um vetor resulta

em outro vetor como esperado:

Olb) = > 0y 11(1b) = D 1) (jIb)0y = Y 1| D (iIb)oy; | = > Ik ©)
i,j ij numero i j i

namero

onde fizemos

D Iy = by
J

O operador O aplicado a um vetor bra {a|, resulta em outro vetor bra:

(@l0 = > 0y (ali)jl = ) <Z 0y <a|i>> = a4l
Lj i

J J

namero

onde fizemos



Transposto do operador na notacdo de Dirac

0= oyl
Lj

O transposto do operador

é dado por
AT = Z 0;; li){j] ou Z Oy 1Nl (10)
i Lj

Na transposicdo de operadores usando a notagdo de Dirac, vocé troca O;; — 0;; ou voce troca

|1)(j| — |j)(i|], mas nunca os dois a0 mesmo tempo.

Complexo conjugado do operador na notagéo de Dirac

O complexo conjugado do operador O é dado por
LJ

Operador adjunto ou conjugado hermitiano

O adjunto ou conjugado Hermitiano do operador O é definido por
6" = )" 0ji 11 = ) 0j il )
L] L]

Operador hermitiano ou autoadjunto e antihermitiano

Por definig&o, um operador linear @ é hermitiano ou autoadjunto se o operador for igual

ao seu transposto conjugado.

S
Il

S
_—l-

Exemplo de operador hermitiano:

a) 01:Ux:((1) (1))

b) o =0, = (_Ol (l))
0

C) O'3=O'Z=((1) _1)



Por outro lado, dizemos que um operador é antihermitiano se 0 = —07.

Exemplos de operadores antihermitianos:

a) @z(—z_ii Zji)

Relacdes uteis
a) (AB)" = BFAt
b) (Ali))" = (At

¢) Sed = ' (hermitiano), entdo (Ala) = |b))" — (ald = (b|

Mudanca de bases

Dado um espaco vetorial, como vimos, sua base ndo € Unica. Dadas duas bases {|i)} e {|a)}
de um mesmo espaco vetorial, gostariamos de saber qual a relacdo entre as duas. Aqui, vamos
representar a primeira base pelas letras latinas e a segunda pelas letras gregas. Suponha que as
duas bases sejam ortonormais, ou seja, (i|j) = &;; € {(a|B) = Jqp. Além disso, vamos supor que
elas sejam completas, i.e., Y;|i)i| =1 e Y la)a| = 1. Como a base {|i)} € completa, entdo

podemos expressdo qualquer vetor |a) como combinacdo linear dos vetores da base {|i)}, ou seja,

) = 1]a) = (ZIi)(iI) @) = ) 1)) = ) 1)U = ) 1)U (1)

onde definimos (i|a) = U;, = (U),;,. Agora, como a base {|a)} também é completa, entdo

podemos expressar qualquer vetor da base {|i)} como combinacao linear dos vetores da base {|a)},

i) =110) = (mem) 0= ) laXali) = ) aXila) = ) )V
= D @)U

a

isto &,

(14)

Aqui, fizemos (a|i) = (i|la)" = U}, = (UT),;. Como definimos a matriz U usando (13), temos

que (a|i) # Uy, ou seja, {(a|i) = U;,. Usando a ortonormalidade das bases, temos que



8 = {11y = (i) = ) (i) (al) = ) Wiq (UH; = UUN.

a

Portanto, 1 = UUT. Agora, comecando com 8qp = {(a|B), temos
8ap = (@) = (@l1IB) = D (@l (1B) = ) (i) iIBY = ) Ulyg = > (Uea(W)yg
i i i i
= (UTU) yp.

Concluimos, portanto, que 1 = UTU. Ou seja, a matriz U é unitaria, isto ¢, Ut = U1, Este
resultado é muito interessante, porque mostra que duas bases ortonormais estéo relacionadas por
uma transformacéo unitaria de acordo com (13). Os elementos da matriz U séo obtidos fazendo o
produto escalar entre os vetores das duas bases: (i|a) = U;, = (U);,

Considere novamente o operador 0. Seja a matriz O a representacéo do operador O na base

{li)} e Q a representacdo do operador na base {|a)}. Consequentemente, temos

0li) = 101) = me 6li) = Zm(IIOI = D100y
J

Ola) = 1012y = | > 18XBI |0la) = > I8)B|0]a) = D 10 (16)
B B B

(15)

Agora, gostariamos de saber como estas duas matrizes Q e O estdo relacionadas. Note que um

elemento da matriz Q pode ser escrito como Q,5 = (a|0|B). Logo,
Qop = (a|101|B) = (a| ZliXil O X1/ |B)
= D (@018 = ) Ui 0uljs = ) (Wie(0)yy (V)5
ij ij ij

Qup = Z(UT)ai(O)ij(U)jB 17)
1

Em notacdo matricial, temos

Q =Uutou (18)
Multiplicando (18) & esquerdo por U e a direita por UT, obtemos

0 = uQu' (19)
Portanto, as duas matrizes O e Q estdo relacionadas por uma transformacdo unitaria. Este

resultado é muito importante na quantica, pois sempre podemos encontrar uma transformacao



unitaria que transforma um operador hermitiano ndo diagonal na base {|i)} em um operador

hermitiano diagonal na base {|a)}, ou seja,

Qop = Wabap (20)
w; 0 0
a=UtoU=w=| ) ©2 0
0 O Wy

1. Encontre o hermitiano conjugado ou adjunto do operador constante a + bi.
Resp.: Se 0 = a + bi com a,b € R, entdo O = a — bi

2. Encontre o conjugado hermitiano do operador d/0x.
d¢- ( )

<p( ) 9
2= [ w0 2= ez - | 22 Dowax=(-32])
Na obtengdo da segunda desigualdade, usamos integragdo por parte. O termo
[p* (x)p(x)]%» € nulo, pois as fungdes de onda ¢(x) e ¢(x) sdo nulas no infinito.

Portanto, o conjugado hermitiano de d/0x é —d/0x.

3. Encontre o conjugado hermitiano do operador

0= (—11 (1))

=G 3

4. Mostre que o operador identidade é hermitiano.

= 9=

5. Mostre que o operador dado a seguir é antihermitiano.




6. Mostre que o operador momento p, € hermitiano.

p_lax

Sejam ¢(x) e ¢(x) dois vetores de um espago vetorial linear:

o (x)

(-ingy) #w) =

(~ih g0 (|p ) = <<p<x>

(2) (—m)+¢(x)>

— <<o(x) ) ih¢(x>> = (o@|- g ind () = (00| -ih 55 6 0)

Portanto, pt = p. Logo, p é hermitiano.

7. Mostre que o operador 92/dx?* é hermitiano.

£ 2) ) = [p00| (22 e )>

= (o]~ (- &) #@) = (00| 2z 60)

8. Mostre que o operador F é hermitiano.

@ (x)

(L ow|peo) = < )

(To@Ip0) = ([~ 2oz + 7] 0|0 ) = <<p<x)

= <<p(x) l(—%%f + (V)fl ¢(x)> (x)| [ gt V] )

= (p()|H p(x)).
Portanto, # = HT.nt

- ;;;;ww

Autovalores e autovetores

Vimos que quando um operador linear atua em um vetor produz outro vetor no mesmo
espaco vetorial: 0: E — E ou O: E* — E*. Isto &,
Ola) = |b)
(alO0 = (b]
Existe um caso especial em que o efeito do operador sobre o vetor é apenas multiplicar o vetor por

(21)

uma constante, ou seja, 0 operador apenas estica ou encolhe o vetor:



Ola) = wela) (22)
(|0 = wilal (23)
Neste caso, chamamos as constantes w,, € w;, de autovalores e os vetores |a) e (a| de autovetores.

O valor esperado de um operador hermitiano € real.

Seja um operador hemitiano e ¢(x) uma funcdo complexa. O valor esperado do operador

0 ¢é dado por (¢ (x)|0]¢(x)). Como O é hermitiano, entdo vale a igualdade O = 7. Logo,

(0 @)]0lp()) = (p(0)[0tex))" = (9|0l (x))

Portanto, o valor esperado ou valor médio € real.

*

Os autovalores de um operador hermitiano sao reais

Seja @ um operador hermitiano, isto é, @ = O*. Logo, multiplicando (22) a esquerda por
(a| e multiplicando (23) a direita por |a) e subtraindo a segunda equacao da primeira, obtemos
(a|0la) = wo{ala)
(a]|0T|a) = wi{a|a)
0 = (wg — wx)lala) (24)

De acordo com os postulados do produto interno, temos que {(a|a) > 0. Portanto, devemos ter
Wy — Wy =0= w, = wy

Os autovetores de um operador hermitiano sdo ortogonais

Sejam |a) e |B) dois autovetores de um operador hermitiano @ (0 = O%). Logo,
Ola) = wyla) (25)
(B1OT = wp(B| (26)
Multiplicando (25) & esquerda por (8| e multiplicando (26) a direita por |a) e subtraindo a segunda

da primeira, obtemos

(B10la) = wa(Bla)
(B101a) = wh(Bla)




0 = (wg — ws)(Bla)
Ou seja,

(wq — wp)(Bla) = 0. (27)

Aqui usamos o fato de que wg = wpg, pois 0s autovalores de operadores hermitianos sdo reais.
A partir de (27) concluimos que (f|a) =0 (ortogonais), se w, # wg (autovalores nao

degenerados)



